A RECIPROCITAS TETELE A NEGYZETES
MARADEKOK ELMELETEBEN.

KONIG GYULA r. tagtol.

A kovetkezbkben a reciprocitds tételének oly bizonyitasat
kivinom bhemutatni, mely — minden mds segédeszkoz kizdrasa-
val — csakis a LEGENDRE-, illetleg Jicosi-féle jelnek kozvet-
lentil értelmezésébdl folyé tulajdonsagait hasznalja f56l. Evvel
az uj bizonyitisnak az ismert bizonyitasok hosszu sorival szem-
ben nemesak egész kiilon szerepe jut, de formai menete is meg
van allapitva. Mert a hol valamely miveleti jel értelmezésébdl e
jel altalanos tulajdonsagait fejtjiik ki, ez lényegében maskép, mint
teljes induectiéoval nem torténhetik. A kézlendd bizonyitds csak-
ugyan a teljes induction alapszik, ép tgy mint Gauss elsd bizo-
nyitasa, melyet a «Disquisitiones arithmetice» IV. sectiojaban ko-
z6lt; de mem haszndlja Gauss ama lives lemmdjdt, mely szerint
ha p egy 8n+1 alaku torzsszam, mindig taldlhatni egy mdsik
2y p+1-nél kisebb térzsszamot, -t, melyre nézve p nem maradék.

E tétel forrasa valojaban a quadratikus alakok elméletének
mélyeiben keresendé; elemi bizonyitasa még Gauvss-nak is igen
nagy nehézségeket okozott, «demonstratio satis diu operam nostram
elusitr — mondja 6 maga az emlitett helyen; mig KroNECKER * a
kovetkezd szavakkal jellemzi: «Jene merkwiirdige und scharf-
sinnige Deduction, welche ganz direct mit Uberwindung aller
Schwierigkeiten auf das Ziel loggehend fast wie eine Art Kraft-
probe Gauss’schen Geistes erscheint.»

A mathematikus kozvélemény, — a mennyire tudom — ezen
eréprobat a reciprocitasi tétel inductiv bebizonyitasanal elkeriilhe-
tetlennek tartotta; és mar ezért is figyelemre méltok a kovetkezd

* Mon. Ber. d. K. p. Akad. der Wiss. zu Berlin, 1876, pag. 341.
928*
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targyalasok. De ettol el is tekintve, fontos az arithmetika rendsze-
rére nézve azon eredmény, hogy a reciprocitas tétele kizardlag a
LiecenDRrE-féle jel értelmezésének kovetkezménye és a fels6bb foku
congruentiak elméletének semmiféle legegyszeribb eredményét
sem tételezi fol, ide értve a Frrmar-féle congruentiat és az KEurer-
féle kriteriumot is.

Hogy ez teljes vilagossagra jusson, mindenekelott §sszeallitom
a kizarolag alkalmazando tételek sorozatat.

*

Atdrgyalds elézményer. Ha p paratlan torzsszam és a a p-vel
nem oszthatd, az (%) jel jelentsen +1 vagy —1-et, a mint az
a?=a(mod. p) congruentianak van gyoke, vagy ninesen; ha pedig
a oszthato p-vel, (;:) legyen 0. Az igy érfelmezett LI.:]GENDRE-féle
jel szorzdsi szabalya

(u)(/;) (,,],)
ot v
mely a definitio kozvetlen kovetkezménye, ha a és h maradékok;
mig a t6bbi esetben még f6lhasznilandé azon eredmény, hogy

x-szel egylitt az ax is a teljes maradékrendszert futja at.
E meggondolasok mellesleg azt is kiadjak, hogy a 0 kizdrdsa

, , , , , . —1
utan a maradékok és nem maradékok szama egyenléképen ,H_v), —-

A Jacosr-féle jel ennek csak formalis altalanositdsa; ha ugyanis
P paratlan, pozitiv egész szam — tovabb itt nem megyiink —, és
torzstényezdkre bontott alakja P=p, p, . .. p, akkor

ol il 1 o
RN
melyre nézve tehat a szorzasi szabaly ugyanaz mint el6bb.
Az el6zményekhez sorolom végre a —1 maradékjellegére
vonatkozo tételt, mely szerint:

1

| ‘ B,,;,~
(p ):(—‘1) o
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p—1
a kovetkezdkben ugyanis rovidség kedvéért (—1) 2 helyet -t
irunk. E tételnek egyik Furrn-t6l szarmazo, és a «Disquisitiones»
109. czikkében eldadott bizonvitasa csakugyan kizardlag a most
jellemzett elemi gondolatkérben marad. Hogy az olvasé errél
maganak egész kényelmesen tiszta képet szerezhessen, e bizo-
nyitast, roviden és a mi czélunkhoz képest szovegezve, itt fol-
veszem.
A p paratlan tdrzsszam maradékait:

Ay Ayy e v vy (t}l_.}
2

két osztalyba sorozzuk.
Az els6 osztalyba tartozzanak azok, melyekre nézve

a?_: 1 (mod. p)

De a?--1=(a -1 (a+]) csak ugy oszthato p-vel, ha vagy a—1
vagy a-+ 1 oszthato, vagyis esak akkor,ha a=1, vagy a= —1(mod. p).
Ezen elsé osztalyba tehdt egy vagy két maradék tartozik, a mint
—1 maradék vagy sem ; mert hisz -1 mindig maradék.

A masodik osztalyba tartozzanak az Osszes tobbi maradékok.
Ezen osztalyban minden « maradékhoz egy és csak egy tarsat b-t
lehet ugy meghatirozni, hogy ab=1 (mod. p); b ekkor kiilsnbozik
az a-t6l, mert kilonben a az elsé osztalyba tartoznék, és b-nek
tarsa ismét a. A masodosztalyn maradékok tehat parokba sorakoz-
nak, és szamuk mindig paros.

!

Ha most mar p=4n-+1, és igy ;3;

, az Osszes maradékok
szama paros, kell hogy az elsé osztalytd maradékok szama is ilyen

legyen, azaz —1 maradék.

p--1
9

osztalyu maradékok széma is paratlan legyen, tehat —1 nem ma-

Ha pedig p=4n+3, és igy - paratlan, kell hogy az elsé

radék. Ez pedig, mint ismeretes, a ( _—I—)‘l):ep tétel tartalma.

*
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E bevezetés utan attérek most mar a tulajdonképeni targyra.
A Gauss elsé bizonyitasatol és Diricarer atdolgozasatol (Crelle,
Journal, 47. k6t.) utunk lényegesen eltér, mert az elé6fordulé torzs-
szamok jellege szerint egyaltalaban nem kell kiilonbozé. eseteket
megkiilonboztetni, hanem a reciprocitas tételét alkalmas modon
egymastol fiiggetlen részlettételekre hontjuk, melyek vagy a teljes
inductio segitségével igen koénnyen bebizonyithatok, vagy pedig a
mar nyert tételekbél bizonyos megforditasok altal keletkeznek.

1. tétel. Ha q és v két pozitiv, pdratlan térzsszdm, és q <,
akkor, ha (Eijq—)zL eqyszersmind (%[): 1.

Minthogy a tétel helyes a legkisehb torzsszdmoknal, pl. azok-
nal, melyek 11-nél kisebbek, az altalinos bizonyitas ugy haladhat,
hogy a tételt helyesnek véve az v-nél kisebb torzsszamok Gssze-
allitasara, kimutatjuk, hogy akkor is helyes marad, ha valamely
az r-nél kisebb térzeszamot magaval az r-rel allitjuk Ossze.

A foltétel értelmében az

x2—ey =0 (mod. 7).

congruentia megoldhato; van tehat egy pozitiv és r-nél kisebb

megoldasa a és evvel egyiitt r—a szintolyan ; ezek kozll az egvik

paros, a magik paratlan. A piaros neve legyen ¢, és igy
E—eyy=rg (D

hol ¢ mindenesetre pdratlan, mert & pdros; pozitiv, mert még
akkor is, midén eg=1, és a baloldaton kiilonbség all, e kiilonbség
negativ értékébél az kovetkeznék, hogy ¢— 4% pozitiv, tehat a g-nal
kisebb, és mégis a ¢-ndl nagyobb r-rel oszthaté volna. Tovibba

ro < £ 4 qg<<@—12+r
és ebbdl, mint rogton latni
o <7

@) Ha mar most ¢ nem oszthaté ¢-val, akkor ¢ minden z
torzstényezdjére nézve
(qu[_) - 1
Ti
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és minthogy 7; < ¢ << r a foltevés értelmében

)
1
végre még Szorozva ( fj) = 1. Masrészt azonban az (1) alapidenti-

tasbol (—1(190 ) =1 és igy csakugyan

(,?“):(90):,1
q q
b) Ha pedig ¢ oszthato g-val, legyen ¢o=q¢; akkor (1) sze-
rint £ is oszthato, legyen &=y, akkor (1)-bol lesz
7~ ="1¢
vagy e, f-val osztva
gy —1=eqrd 2)
hol ¢ ismét #-nél kisebb pozitiv és paratlan, de ¢-val tobbé nem
oszthato, a mint azt a baloldal kézvetlentil mutatja. Ezen identitas
ismét mutatja, hogy e, maradék a ¢ minden x; osztéjara; tehat
( 7
i

/r
10ZVa (i—) = 1.
q

Masrészt pedig a (2)-bél

) =1, és ebbdl foltevéseink szerint (2):1,vagy végre s70-
q

r¢h= —gq (mod )

/ . /
teht () = 1, és ebbel { ) = () = 1, a mivel tételiinket a
q q q
masodik esetben is bebizonyitottuk.
2. tétel. Ha q és v két pozitiv lovzsszdm, és q <, akkor ha
(;1—) =1, egyszersmind (—E:I—?) =1.

Teljesen ugyanazon gondolatmenetet hasznalva, mint az elsd
tételnél, legyen a most megoldhatonak allitott

2% -g=0(mod. »)

congruentia pozitiv, paros és »-nél kisebb gyoke £, akkor
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E—q=rg (3)

és ¢ ismét pozitiv, paratlan és r-nél kisebb.
@) Ha most mir ¢ nem oszthaté ¢-val, akkor ¢ minden =;

torzstényezdjére nézve (%) =1, és minthogy ismét a tételt érvé-
1

.. . 1 s N , €7, T
nyesnek veszsziik mar az r-nél kisebb torzsszamokra (—-—’ —) =1;
[2

o Ep @ , . .
és végre 0sszeszorozva e =1; mert hiszen ismerctes, hogy

Sa € — Eab-

Masrészt azonban a (3) alapidentitashol

()=

5)-()
@7\ q
Ha g=1mod4, akkor 4 ¢ egyszerre maradék vagy nem

maradék, tehat ekkor csakugyan ( a:-;” ) =1, mert (%S{) == 1.

és igy

Ha pedig ¢=3 mod4, akkor ro=£*—g=1(mod.4) és igy
grg=1, tehdt s,=¢,, és igy

=)=

a mi bebizonyitandé volt.

b) Ha pedig ¢ oszthato g-val, akkor — ép gy, mint az elsé
tétel alkalmabol — atmegyiink a
17 —1=r¢ ®)

identitashoz. Ez is mutatja, hogy ¢ maradék a ¢ minden z; torzs-

. . (1
tényezdjere nézve, vagyis (_[
“i

&, Wi

q ) =1, vagy

)f 1, és ebbél (

== 1. Masrészt pedig

I s11/9,)
O88Z€E8Z0T0ZVa —(]—-

r¢g=—1(od. g)



A RECIPROCITAS TRTELE A NHGYZETES MARADEKOK RLMALETHBEN, 435

azaz ()’T‘,) == g4. EbbOL ismét

'l i i
a mi konnyen 1-nek bizonyul. Minthogy 7 paros most »¢y =3 (mod. 4)
€8 gpy=—1, tehat e, =—e¢,, és igy
/ z, g/'
( B ) ( - y - 1’
// //

a mint allitottuk.
3. tétel. Ha  és v két pozitiv ldrzsszdm és q < r, akkor, ha

(.i"_\, = 1, eqyszersmind (%) =1,
I'oltételiink ismét azt jelenti, hogy az
a%—epr= 0 (mod. )

congruentia megoldhaté. Legyen a valamely paros gyoke, akkor
a—+2qu is olyan és
(@+2quP—err=ye,

hol ¢ paratlan, és ha esak u-t elég nagynak veszsziik, pozitiv.

Az w értékét most még ugy akarjuk megszabni, hogy a
mindenesetre paratlan ¢ csupan az 9-nél nagyobb térzstényeziéket
tartalmazzon.

Hogy elészor is

a?—epr

o= tlauddgo

a -val ne legyen oszthato, elég lesz u-t gy valasztani, hogy az
2 —epy
q

congruentianak megfeleljen, a mi mindenesetre lehetséges, mert
hisz a nem oszthaté ;-val.

Legyenek g kivételével ¢, ¢,, ... az r-nél nem nagyobb
torzsszamok teljes sorozata; ezek kozil qi, ¢a, . .., r azok, me-

+ 4au=1 (mod. 9) (a)
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lyek 1-—¢1-ben nem fordulnak el mint tényezék; ha ekkor
u-t az
a+2qu=1 (mod. ¢;) (b
(i=1,2,...)
congruentiaknak megfeleléleg valasztjuk, akkor
qe=1—¢ermod. ¢j),

¢s minthogy 1 -e,7 nem oszthaté ¢i-val, ¢ sem az.

Legyen tovabba a ¢; torzsszamok sorabol ¢, ¢z, ... azon
torzsszamok sorozata, melyek 1 —s,r-et osztjak, de 4 & r-et nem
osztjak. Esetleg nincsenek ilyenek, és akkor a folallitando fol-
tételek kimaradnak egészen. Ha vannak, akkor az u-t még tovabh
alavetjik az

a+2qu=4(mod. ¢7) (c)
(i=1,2,...)
congruentiaknak, és ekkor
Jo=4—epr(mod. i)

ismét mutatja, hogy ¢ nem lehet a ¢f-vel oszthato.

Ezck utan r nél kisebb torzsszam mar esak olyan marad-
hatott fonn, mely 1--¢,r-et és 4—e,-et is osztja, azaz a 3. Ha
tehat a 3-ra vonatkozo foltétel nines meg (a) vagy (b) vagy (c)-ben,
akkor u valasztasat 4jbol megszoritjuk az

a+2qu=0(mod. 3) (d)
congruentiaval, és ekkor
qe=-—r(mod 3)

bizonyosan nem oszthato 3-mal.

Hogy az (a), (b), (c) alatt foglalt elséfoku congruentiak mind
egyiittesen megoldhatok, igen egyszertien belathaté. Hisz a mo-
dulusok mind kilonbézé torzsszamok, és az ismeretlen egyiitt-
hatéja mindig relativ térzsszam a modulushoz. E mellett « bar-
mily nagy pozitiv szam is lehet; tehat ¢ pozitiv. Legyen most
mar az w igy valasztott értéke mellett £=a-2qu, a mi termeé-
suetesen a-val egylitt paros, erre nézve végre
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=9 _

F—ar=qo, )

hol tehdt a ¢-ben foglalt térzstényezék =, =,, ... mindannyian
r-nél nagyobbak,

Mostismét a ¢ minden térzstényezdjére nézve ( = ) =1, és
i
mint hogy itt =; > r, az els6 tétel értelmében ( ;f), vagy 848zesz0-
rozva |-~ = 1. De mdsrészt az (5) szerint | 22 ) —- 1 ésigy végre
r 'r

1) (5)-

a mi bizonyitando volt.

A reciprocitds tétele most mar a IL és 1IL. tétel egyszerd
osszeallitisabol ered. A II. szerint ugyanis, ha ismét r > ¢, abbol,

hogy (% ) = 1 kovetkezik, hogy (_S{IL) = 1; a IIl. szerint pedig
abbdl, hogy ( E:IT ) = 1 ismét hogy (Z) == 1; e kifejezések tehat

vagy mindketten 4-1-gyel, vagy mindketten —1-gyel egyenldk ;
tehat
(f{'?’,) =1
q r

a4 mit még igy is irhatunk

(j]) (;{):(3):(?);;( 1){1;”;1_

i mi a reciprocitas tételének ismeretes alakja, és melybdél mint-
hogy ¢ és r foleserélhetdk, az » > ¢ megszorito foltétel is kiesett.

Hogy e targyalas végre teljes legyen, megjegyzem, hogy a
2 négyzetes jellegére vonatkozo tétel a reciprocitas tétele utdin —
a mint ezt Krovrcker elSadasaiban tette — két sorban el-
intézhetd, ha a Jacorr-féle jelt is haszniljuk. Lesz ugyanis,
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minthogy, ha P paratlan, a I’ és P—2 szamok koztil az cgyik
mindig 4n--1 alaku:

B Ll =02

=

Es ebbél a reductiot folvtatva :

9 , Pl P34t Pt
(])):(.,_1) 2 T2 —(—1) .

(A M. T. Akadémia TIT. osztilydnak 1895. nov. 18.-in tartott iiléséhdl.)
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