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Eloszo

Az informatika, az automatizalas és a szamitastechnika oriasi fejlédése nyoman
mindennapi életiink az intelligens gépek, eszkdzok, rendszerek nélkil elképzelhe-
tetlenné lett — szédiiletesen felgyorsult vilagunkban. Nem lehet figyelem nélkdil
hagyni azt a tényt, hogy mindezek, végsd soron, anyagi rendszerek mikodését
szolgdljak, igy a kapcsolédé mechanikai torvényszerliségek ismerete minden kor-
ban nélkiulozhetetlen. Az eszkdzok, gépek, rendszerek mikodésének atlatasa-
ban tud csak a mérnék helyes megoldast talalni.

A gyakorlati tudomanyok jelenkori mivel6ire harul az a feladat, hogy a mo-
dern eljarasok segitségével talaljak meg a klasszikus, 6rék érvényl ismeretek
megkdzelitésének maodjat, amellyel a tudomanyos fejlédés hatékonyabb moz-
gatorugojat hozzak létre.

A Miszaki mechanika — Kinematika kényv elsésorban a mechatronika és
gyartastechnoldgia szakos hallgatékhoz sz6l, de hasznos lehet barki szamara,
aki érdekelt az alapvet6 kinematikai ismeretek elsajatitdsdban. Az anyagi pont
€s az anyagi merev test mozgasanak azokat a lényeges sajatossagait tarja fel,
amelyek ismeretében a hallgaté bizalommal lathat neki a mechanikara épulé
szaktantargyak elsajatitasahoz, mint a gépszerkezettan, gépelemek, valamint a
robotika.

A kényv harom fejezetre tagolt. Az elsé az anyagi pont mozgasat, a masodik
a merev test miszaki alkalmazasokban eléfordulé mozgasait, mig a harmadik a
relativ mozgas sajatossagait tarja fel. A bemutatott térvényszeriiségek matema-
tikai leirasaban arra térekedtem, hogy ezeket mind vektor-, mind pedig matrix-
modszerrel targyaljam, Ggy, hogy vilagossa tegyem az Olvasé szamara a a két
modszer egyenértékiiségét. A matrixmodszer megértéséhez szilkksége van az
Olvasoénak alapveté analitikus mértani ismeretekre, a koordinata-transzformacio
alapos ismeretére, és a matrixmiveleteket rutinosan kell tudnia kezelni. A két
modszer dsszehasonlitd jellegli hasznalataval szerettem volna ravilagitani a
vektormddszer frappans egyszerliségére és eleganciajara, amivel a fizikai
mennyiségek kozotti 6sszefliggéseket kifejezi, parhuzamosan a matrixmoédszer
strukturalt jellegébdl adddo igen nagy elényére, ami féképp a gépesitett szamo-
lasban, valamint a modell-alkotasban hasznosithatd.

A konyvben feltart klasszikus ismeretek nemrelativista szemléletben, az
euklideszi geometria igazsadganak elfogaddsaban gyokereznek. Mindennapi
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életiinkben, a kozmikus kozlekedést és a nanovildgot leszamitva, a fentebb
megfogalmazott, tobb évszazados illetve évezredes felismerésekre éplilé koze-
litts még mindig megfelel, és a miszaki anyagi egzisztencia emberhez koz-
vetlenlil kapcsoléd6 vetlletét minden idékben jél fogja szolgalni. Legtobb
illusztraciomat szandékosan kézzel, hagyomanyos maodon rajzoltam meg, hogy
ezzel is felhivjam a fentebb k6z6lt gondolatra az Olvasé figyelmét.

Ezlton szeretném kdszonetemet kifejezni Szeidl Gyorgy professzor Grnak a
Miskolci Egyetemrél, valamint Bir6 Domokos docens kollégamnak a Sapientia
Egyetemrdl, munkam 6énzetlen tamogatasaért, megjegyzéseikért, javaslataikért,
aminek eredményeképpen a konyv tartalmi minésége jelentésen javult.

Reménykedem, hogy sikerill az Olvasdban felkeltenem a matrixmodszer
hasznélata iranti érdekl6dést, és ugyanakkor ravilagitanom a mechanika 6rok-
érvényl erejére, szépségére valamint nélkilézhetetlen fontossagara.

Marosvasarhely, 2010. majus 20-an

Méaté Marton
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1. Fejezet
Az anyagi pont kinematikaja

1.1. Alapfogalmak

A kinematika altalanosan fogalmazva a mechanikanak az az aga, amely az anyagi
test, illetve testek — egylttesen és témoéren anyagi entitasok —, mozgasat vizsgalja
geometriai szemuvegen keresztil, anélkil azonban, hogy figyelembe venné a
mozgas (a helyzetvaltoztatas) okait, az ezeket létrehozé erdket.

A jelen tankdényv az anyagi testek alabbi modelljeire, a kdvetkezé anyagi
entitasokra korlatozza figyelmét a mozgasok geometriai leirdsat szolgald eszkdzok
targyalasa soran: anyagi pont, illetve pontok (az anyagi pont olyan test, amelynek
mozgasa egyetlen kiragadott pontjanak mozgasaval kell§ pontossaggal leirhato),
tovabba merev test, és merev testekbdl feléplld rendszerek (a merev test barmely
két kildonb6z6 pontjanak allandé a tavolsaga). Hozzatesszik ehhez, hogy a merev
test egy kiragadott pontjanak mozgasa az anyagi pontok mozgéaséaval kapcsolatos
eszkozokkel vizsgalhato.

A mozgasok geometriai szemivegen at torténd vizsgalatanak, a kinematikai
elemzésnek az a célja, hogy a vizsgalt anyagi entitas mozgasat minéségileg és
mennyiségileg is kifejezze. A miiszaki mechanika a gépelemek és mechanizmusok
jellegzetes mozgasainak leirasaval foglalkozik bévebben.

A mozgas min8ségi leirasa alatt a mozgastipus azonositasat értik. Barmely
anyagi entitas végezhet egyszerili vagy 6sszetett mozgast. Az egyeszerli mozgas
kozvetlenil azonosithaté. Az 0Osszetett mozgasok altalaban tobb egyszeri
mozgéasbal épuilnek fel.

Az Osszetett mozgasok kétféleképpen targyalhatok:

¢ abszolut mozgasként, egy régzitett helyzet(i vonatkoztatasi rendszerben;

e relativ mozgasként, egy rogzitett helyzetli és egy mozgd vonatkoztatasi

rendszerben egyidejlleg, figyelembe véve a rendszerek egymashoz
viszonyitott mozgasat.

A mozgas mennyiségi leirdsa adott pont térbeli helyzetének idébeli valtozasat
fejezi ki. A vizsgélt anyagi entitds adott pontjanak helyzete a mozgas soran val-
tozik. Ez a valtozas a koordinatak id6tél valo fuggéségeben nyilvanul meg. Egy
tetsz6legesen valasztott, rogzitett Oxyz kooordinata-rendszerben, a vizsgalt entitas
barmely pontjara felallithatdék a koordinatafliggvények:

11
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X
y=y(t) 1
Z

ahol xy,z a vizsgéalt pont koordinatdi, a t valtozd6 pedig az id6. Az (1)
egyenletrendszer geometriai értelmezése egy térgorbe, amely a vizsgalt entitas
tekintett pontjanak mértani helye. Ezt a gorbét palyagorbének nevezik.

A o(t), w(t), n(t) fuggvények a vizsgalt pont helyvektoranak 6sszetevéi:

P(t)=p )i +y (t)j +n(t)k )

A fenti megallapitasok a mozgast véegzo
anyagi entitds minden pontjara érvényesek. A
legegyszerlibben az anyagi pont kinematikaja
irhaté le ily médon. Amint arra mar az el6z6
oldalon utaltunk, a merev test kinematikajaban
is valtozatlanul érvényesek az anyagi pontra
vonatkoz6 megallapitasok, illetve eredmények.
Ez azt jelenti, hogy a merev test valamely kira-
gadott anyagi pontjat tekintve, annak mozgas-
vizsgdlatara, sikerrel alkalmazhaték az anyagi
pontok mozgasaval kapcsolatos 0sszefliggések
a palyagorbék, a vonatkozé sebességek, és

l.abra. gyorsulasok szamitasa soran. A tovabbiakban a
Anyagi pont mozgasa specidlis mozgasok részletes targyalasara kertdl
majd sor.

1.2. Anyagi pont mozgasparameéterei

1.2.1. Anyagi pont palyagorbéje
Legyen az M anyagi pont, melynek helyzetvektora az Oxyz derékszdgi, jobb-
sodrasu koordinata-rendszerben, a mozgas vizsgalatanak kezdeti, t, id6pil-

lanataban F(t,) (1. abra). Adott, Atidé elteltével, az M pont helyzetvektora
F(t)=F(t, + At) lesz. Eszrevehet, hogy a mozgas geometriai értelmezése az f(t)

helyzetvektor valtozdsa. A vektormennyiségek valtozdsanak vizsgélatakor két
szempontot kell értelmezni: a vektor iranyanak, valamint abszol(t értékének
valtozasat. Az elkévetkezékben ez a megallapitas lényeges szerepet kap.

A palyagorbe egyenleteit az (1) -hez hasonldé parametrikus fliggvényekkel
célszerd leirni.

12
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1.2.2. Anyagi pont sebessége
A sebességvektor a helyzetvektor idébeli valtozasat fejezi ki. Adott, véges, At id6-
intervallum alatt bekévetkezett helyzetvektor-valtozas az 1. dbran is feltlintetett Ar .
A kdzepes sebesség a Ar helyzetvektor-valtozas és ennek bekdvetkezéséhez
szilkséges At id6tartam hanyadosa:
v, =L ©)
At

Ha a mozgéas vizsgalata szintén az M, pontbdl indul, de méas At idGinter-
vallumra terjed ki, az el6bbitdl kilonb6zd Ar helyzetvektor- véltozas keletkezik,
melynek kévetkeztében a (3) képlettel szamitott kbzepes sebesség-érték is kulén-
b&zni fog.

Ha a vizsgalat At id6intervalluma végtelenil kicsi, akkor a AF helyzetvektor-
valtozas is végtelenul kicsi lesz, vagyis a (3) kdzepes sebesség az My infinitezi-
malis kdrnyezetére lesz érvényes.

A kbzepes sebesség hatarértéke, ha At — 0, az M pontbeli pillanatnyi sebesség:

7= lim A7 _ jim o+ A0 -7(6) _d7

=F(t
AS0 At A0t 4+ ALt dt (t) )

t=tg

Figyelembe véve a helyvektor (2) kifejezését, a sebességvektor a kdvetkezd
alakot olti:

:%((P(t)f+w(t)f+n(t)R):¢(t)f+V)(t)J +77(t)R (5)

F(t)

A pillanatnyi sebességvektor tartbegyenese a palyagorbe érintéje. Ez a tény a

pillanatnyi sebesség definiciéjanak geometriai kdvetkezménye, ugyanis a Ar csok-

kenésével a palyagdrbe ive és huarja kdzott az eltérés addig csokken, ameddig,
hatéresetben, a har érintévé valik.

Ez az allitas masképpen is bizonyithatdé. Ha a palyagérbét nem a t idé, hanem
az s ivkoordinata, mint paraméter flggvényében tekintik, akkor az ¥ =r(s) alakd.
Az ivkoordinata id6fuggd, tehat s=s(t). Az ivkoordinata segitségével az adott idé
alatt megtett Ut hatarozhaté meg, anélkil, hogy ennek térbeli alakjardl informaciot
nydjtana. Az s(t) figgvényt skalaris mozgastdrvénynek nevezik. Felhasznalasa

kuléndsen a bltykds és karos mechanizmusok tervezésében jelentés.
Az ivkoordinataval parametrizalt, de id6fliggd palyagorbe tehat

r=rs(t)]

maédon irhato fel. A sebesség meghatarozasahoz az id6é szerinti derivalast — figye-
lembe véve, hogy az r mozgastoérvény az s ivkoordinatan keresztil fligg az idétél —
a lancszaballyal kell elvégezni:

13
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dr dr ds__ ds
dt  ds dt | dt ©)
A fenti képletben ds/dt a palyasebesség (ez is el6jeles mennyiség — pozitiv, ha
a tekintett anyagi pont a pozitiv ivkoordinata iranyaban mozog, ellenkezd esetben
negativ), a 7 egységvektor pedig (a Frénet-féle els6 képletbdl kovetkezik) a
palyagorbe érinté6-egységvektora. Ezzel igazoltuk, hogy a pillanatnyi sebes-
ségvektor a palyagoérbe érintéje.
Az ivkoordinata elemi megvaltozasa, az ivkoordinata-névekmény nyilvanvaléan
a

ds = J(ax)? + (dy f + (d2)? = y[p(®)F + [ ®)F +[i(t)Fot @)

Az érintd egységvektort szintén az (1) parametrikus egyenletek id6 szerinti
derivalasaval lehet meghatarozni:

(b(t) vi(t) Th
J[w -+ (t)] J[w y(OF +[7)F o
ﬁ(t) . ®

PO W OF T

Ha a (8) képlet szerint felirt érint6-egységvektort a ds/dt pdalyasebességgel
szorozzuk, és figyelembe vesszik a ds/dt-re vonatkoz6 (7) kifejezést, akkor
eredményul a sebességvektor (5) kifejezését kapjuk.

1.2.3. Anyagi pont gyorsulasa

Az el6bbiekben targyaltak alapjan
belathat6, hogy az anyagi pont pilla-

| < (fo +Af}‘ natnyi sebességvektora a pont pa-
Z l | lyagdrbe mentén elfoglalt helyzetétdl
| flgg, tehat irdnyaban és abszollt
| M4 . értékében is valtozhat. A tovab-

biakban feltételezhetd, hogy e valto-
zas a mozgast befolyasolja. A se-
bességvektor valtozasat a 2. abra
szemlélteti. Az Oxyz koordinata-
rendszerben legyen a mozgé pont-
nak a t=t, idépillanatban elfoglalt

helyzete az My, és sebessége V(t,).

At idé mulva a pont az M;-be

2. bra, érkezik, ahol sebessége a V(t, +At)
Anyagi pont gyorsulasa lesz

\‘K
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A sebességvektor adott At id6 alatti valtozasa, és a At iddintervallum ha-
nyadosa a k6zepes gyorsulas:

AV V(t, + AL -(t,)
p= = ©)
At At
Akarcsak a sebesség targyaldsakor, ha a At id6intervallum a nullahoz tart,
akkor a kozepes gyorsulas kifejezésében hatarértékre kell térni, hogy a 0/0 tipusu
hatarozatlansag eltlinjon. A kdzepes gyorsulas-vektor At — 0-ra szamitott hatar-
értéke a pillanatnyi gyorsulas:
V(t, + At)-V(t,) dv

a=1im2Y  lim - =V(t,) 10
A0 AL A0t +At—t, dt|_ ’ (10

A pillanatnyi gyorsulas képletének meghatarozasa a sebességvektor (6), az
erinté egységvektor fliggvényében felirt alakjabdl a legegyszeribb. Figyelembe kell
venni, hogy a 7 érint6-egységvektor az ivhossz-koordinatan keresztil figg az
id6tdl, tehat 7(t)=7[s(t)]. Masrészt — a Frénet-féle masodik dsszefiiggés értelmé-
ben — a 7 érinté-egységvektornak s ivhossz-koordinata szerinti derivaltja a fénor-
malis-irany v egységvektordnak és a palyagorbe p gorbileti sugaranak
hanyadosa. Mindezeket figyelembe véve, és a (6) relaciét t szerint derivalva,
kovetkezik:

dv d[df} d(qu) ;ds+qdzs dr ds ds _d’s

d=—=—|—|=— =T —+T——F=—""—""—+7T
dt dtldt) dtl dt dt dt®* ds dt dt dt?

_E(QTJﬁdzs_vz s
pldt

(11)

T—— =V +——7
dt* p dt?

A pillanatnyi gyorsulasvektornak, a (11) relacié alapjan, a kovetkez6é tulajdon-
sagai azonosithatoak:
e altalanos esetben a gyorsuladsvektor a 7 érintéirany, és a v fénormalis irany
szerint széttagolhato;
e a gyorsulasvektornak soha nincs binormadlis irany( 6sszetevéje, azaz minden
esetben a palyagérbe simulésikjaba illeszkedik;
¢ ha a palyaszakasz egyenes, akkor a p gorbuleti sugéar végtelen, igy a gyorsu-
lasvektor érintiranyu lesz;
2
e ha a sebesség modulusza allandd, akkor %:o, tehat a gyorsulasvektor

normaliranyu lesz;

e a gyorsulasvektor érintd iranyu dsszetevdje a sebesség moduluszanak valto-
zasat, mig a normal iranyu 6sszetevéje a sebességvektor iranyanak idébeli
valtozasat mutatja;
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e a tangencialis iranyu 0sszetevé lehet pozitiv vagy negativ, attél fliggéen, hogy
a sebességvektor abszolut értéke nodvekszik vagy csokken, ellenben a
normaliranyl O0sszetevé mindig pozitiv a 7 érinté és a v normalis altal ki-
feszitett helyi koordinata-rendszerben mivel a normalis — értelmezése szerint
— a gorbileti k6zéppont felé mutat.

A 3. abra a gyorsulasvektor normal,
illetve érinté irany szerinti széttagolasat
tinteti fel. Megfigyelhetd, hogy a gyorsu-
lasvektor és az érintévektor iranya kdzot-
ti fszbg a

tgf="r=
a

T

ds 12
dt?

képlettel hatarozhat6 meg.

A gyorsuldsvektor dsszetevdi a
mozgas vizsgalatara értelmezett derék-
sz6gl koordinatarendszerben a helyzet-
vektor kétszeres, id6 szerinti derivalasa-
val allithatok eld:

3.4bra.
A gyorsulasvektor komponensei

gzi(dfj AT _ a7 + (0] +iit) k (13)

dtldt) dtz

A gyorsulasvektor modulusza a (11), illetve a (13) relacié segitségével a kovet-
kez6képpen fejezhetd ki:

. L{%} _ O + OF + [iF as)

p?

1.2.4. A normélis gyorsulés, illetve a

palyagyorsulas szamitasa
A gyorsulasvektor vetlleteinek szamitdsa a valasztott koordinata-rendszerben
viszonylag egyszerli, de ezek a vektorOsszetevbk nem mindig szolgaltatnak
elégséges informaci6t a mozgas sajatossagair6l, hiszen az x, vy, illetve z
tengelyekre értelmezett vetlletekben keveredik a normal, illetve a tangencialis

gyorsulas hatasa. Adott esetben szilkség lehet a normalis gyorsulas és a palya-
gyorsulas ismeretére.
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Legegyszeriibb a palyagyorsulas meghatarozasa, hiszen az iranya egybeesik a
palyagtrbe érintéjével. A (7) képlet alapjan a ds/dt palyasebesség idé szerinti
derivaltjia maga a keresett palyagyorsulas:

d’s @@ +y v+

A gyorsulasvektor palyairanyl osszetevéje a palyagyorsulas 7 érintévektorral (8.
képlet) val6 szorzataként fejezhet6 ki:

s _POYYY AN L QOAYY AN QP NI
aT:¢ ) .2 .2 |+!// .2 .2 .2 +77 .2 .2 .2 k (15)
P +y+1) P +y P +yt

A normalgyorsulas 0&ssztevdit sokkal kdnnyebb szémitani a tangencialis
gyorsulas 6sszetevdibdl, mint a normalvektor és a normalgorbulet kifejezésével.
Figyelembe véve, hogy a=4d, +4_, innen &, =a-a,, a (13) és (15) kifejezésekkel a
normalirany( gyorsulasvektor:

2 V@ v-g )i ni-pi) 5 0 n-yei)eog-y§)

a, = . . . . . . J
(02+l//2+772 @2"'!//2"'772 (16)
L0 Gi9—ii-¢)+y -Giy—ij-y)
67 +y? i’

1.2.5. Geometriai alkalmazas

A mérnoki feladatok matematikai megfogalmazasaban szamtalan olyan eset mertil
fel, ahol adott gorbe gorbiletének meghatarozasa okoz gondot, ugyanis a differen-
cidlgeometriabdl ismeretes képletek alkalmazasa sok esetben igen bonyolult
szamitasokhoz vezet. A fogaskerékhajtasok tervezésében elengedhetetlen a kap-
csolodo profilgorbék, illetve fellletek gorbuletei kézétti relacidk ismerete. Ez eset-
ben a kinematikai meggondolasok alapjan levezetett 6sszefliggések bhizonyulnak
egyszer(ibbnek.

A palyagorbe adott M pontjaban definialhaténak feltételezett a © és a v vektor,
(a palyagorbe sima, parametrikus fliggvényei legaldbb egyszer derivalhaték), tehat
érvényes a 7-v=0 0Osszefliggés. Ha egybevetjik ez utdbbinak ivkoordinata
szerinti

dr . dv
—v+7.-—=0
d ds
derivaltjat és a
df v
ds p

Frénet-féle képletet akkor kapjuk, hogy:
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dr dv )
Vo1 _dv df di  g; df F-i
_— == —=J - ——'t— =" ———— = 17
s T, "ds ds ds_ ds ds W ()
dt dt

Ha a palyagorbe alakja ismert, és tetsz6legesen F:F(u) alakban parametri-

zalt, valamint a normal-egységvektor ismert, akkor a palya adott pontbeli gérbileté-
nek szamitasara a (17) relacio a kdvetkezképpen hasznalhato fel:

dx du dv, du dy du dv, du dz du dv, du
1_du'dt du dt du dt du dt du dt du dt _
p (W.WJZ+(W.WT+(W.WJZ

du dt du dt du dt
dx dv,  dy dv, dz dv,
_du du du du du du

(e () (@)
du du du
Ezzel a palyagdrbe adott pontbeli gorbllete egyértelmiien meghatarozhato, ha

a (18) képletben szereplé derivaltakat a tekintett ponthoz tartozé u, paraméter
értékére szamitjuk.

(18)

1.3. Anyagi pont kinematikaja polarkoordinatakban

1.3.1. A mozgés polarkoordinatakra értelmezett sajatossagai

Bizonyos esetekben a palyagérbe matematikai kifejezése polarkoordinatakban
egyszer(ibb. El6nyds ebben az esetben a sebesség és a gyorsulds meg-
hatarozasara a polarkoordinatas kifejezéseket haszndlni. Megjegyezziik, hogy a
jelen 1.3. szakaszban levezetett 0sszefliggések csak akkor érvényesek és hasz-
nalhatok, ha a palyagorbe sikgorbe.

Legyen (I') a palyagorbe a rogzitett Oxy koordinata-rendszerben, melynek
polaregyenlete p = p(0) (4. bra). Ha az M pont a palyagérbe mentén elmozdul,
akkor a 0 polarszég az idé figgvényében valtozik, emiatt célszeriibb a gorbe
polarkoordinatas alakjanak id6 szerinti parametrizalasa:

{ 0=0(t)
p(t)=plo(t)]
Az M ponthoz kétjik a pont mozgasat kdéveté Mén koordinata-rendszert. Ennek

¢ tengelye mindig éathalad az O origon is, kovetkezésképp egybeesik a
polarsugérral. Az n tengelyt pedig Ugy kapjuk meg, hogy elforgatjuk a ¢ tengelyt az

(19)
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M origbban az éramutatd jarasaval ellenkezdé irdnyba 90°-kal. A két koordinata-
tengelyhez tartozo egysegvektorokat rendre €, és €, jeldli.

A At idd elteltével az orig6 Uj helyzetét M’ jeléli, a koordinatatengelyekét pedig
— Osszhangban ezzel a megallapodassal — &' és n'. Nyilvanvald, hogy az €, és €,

egységvektorok a 6 polarszdgon keresztil az id6 fliggvényei.
Az €, egységvektorral

)= p(t)e, (1) (20)

az M pont helyvektora.

v | (™)

/ © —
0y ] o) / p%

4. dbra.
Anyagi pont mozgasa polarkoordonatakban

A sebesség a pont helyzetvektoranak idd szerinti derivaltja. Meg kell jegyezni,
hogy a koévetkezdkben, a kifejezések egyszerlsitése céljabdl, a polarsugar id6
szerinti derivaltja alatt a

d

- Sl -2 S8-S0 1)

St _
A do dt  de
kifejezést kell érteni.

Nyilvanval6 a 4. 4&bra alapjan, hogy az ép helyvektor az

€, t)=cosO(t)i +siné(t)] alakban irhaté fel az Oxy koordinata-rendszerben. az
i

és I allandé egységvektorok segitségével. 1d6 szerinti derivaltja
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€,(t) d (t):é[—sin(@(t))f+cos(@(t))f]=é{cos(@(t%%}?+sin(9(t)+%jj?} (22)

=%
A képlet jobboldalan, a szégletes zardjelben all6 utols6 tag az €,(0) egység-
vektor a 6 +7/2 helyen, tehét € (6 +7/2). Masként fogalmazva olyan egységvek-

tor, amelyet az €,(6)egységvektor alkalmas elforgatasaval kapunk meg. A képlet

szerint az elforgatas az déramutatd jarasaval ellentétes iranyba torténik, az
elforgatas szoge pedig /2. Ezek utan nyilvanvalé, hogy €,(0+7/2) nem mas,

mint az Mn koordinatatengelyhez tartozé €, egységvektor. Az elébb elmondottak
alapjan, tekintettel még a 4. abrara is, nem nehéz ellenérizni, hogy

§, =08, )
§, =08,

1.3.2. Anyagi pont sebessége polarkoordonatas felirasban
A sebességet a (20) helyzetvektor id6 szerinti derivalasaval kapjuk:

_ d = N o ~ ~
V= (P08, ()= S8, () + P0G, (D) =V, €, +v,8,  (24)
Medfigyelhetd, hogy a sebességvektornak két, egymasra merdleges 6sszetevo-
jevan: v € és v,€,. A v, sebesség a polarsugar id6egység alatti névekedését

jelenti, ha alland6 a 6 polarszdg, mig a v, sebesség a polarszdg id6egység alatti

véltozasanak eredménye, ha nem valtozik a p sugar. Ha a polarszég allando
marad, akkor a palya egy origon athaladé egyenes lesz, a sebességvektor pedig
erre illeszkedik. Ha a p sugar allando, és a 6 polarszdg valtozik, a palyagorbe kor
alakot olt.

A V sebességvektor és a p sugar kozotti ¢ széget a v, és v, sebességek ara-

nyabol lehet meghatarozni:

dé

o= Yo PWOO _ "ot _p _p
v, plt) dp do dpp

do dt de

A (25) osszefliggés a differencidlgeometridb6l ismert, és az adott pontban értel-
mezett polarsugar, illetve a gorbe érintéje altal bezart sz6g. Belathat6, hogy a (25)
kifejezés alapjan a polarsugar és az érinté szoge, kinematikai megkozelitéssel,
egyszerlibben levezethetd.

A sebességvektor abszolut értéke, a (24) képlet alapjan,

(25)
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v= V2o = (30 + (p0)6)f (26)

1.3.3. Anyagi pont gyorsulasa polarkoordonatas felirasban

A gyorsulas, akar a Descartes-féle koordinata-rendszerben, a sebességvektor deri-
valasaval kaphat6 meg. A (24) kifejezés, id6 szerinti derivalas utan, a kovetkez6
alakot olti:

d= g = A(1)8, (0)+ HOO)E, (0)+ AOOL)E (0)+ PRI, (1) - pOBO)] &, (1)

A tagok e , €S e, szerinti csoportositasaval a gyorsulasvektor a kovetkez6
lesz:

(27)

5. 4bra.
A tangencidlis és normal iranyu
gyorsulasosszetevék polarkoordonatakban

A (27) kifejezés a gyorsulasnak a polarsugarra, illetve az erre merdleges iranyra
es@ vetlleteit tartalmazza. A tangencialis, illetve a normal irAdnyd gyorsulas a
fentiektdl altalaban kilonbdzik. Ezek meghatarozasa az 5. abra alapjan lehet-
séges. A (') palyagorbe M pontjaban levé anyagi pont a gyorsulasvektorat az Mén,
illetve az Mé&n; koordinata-rendszerekhez viszonyitjadk, melyek tengelyeinek
egységvektorai a polarkoordonatas felirasban hasznalt €, és €, , illetve a 7 érint,

és v normal egységvektor. A két koordinata-rendszer kozotti kapcsolat a ¢ szogi
elforgatas. A megfelel6 transzformaciés matrix alkalmazasaval az @ gyorsulas-
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vektornak az emlitett koordinata-rendszerekben értelmezett 6sszetevdi kozott a
kapcsolat a kdvetkez&képpen irhato fel:

a, cos sing || a
e ]
a, —sing cosg || a,

Figyelembe véve a ¢ sz0g (25) kifejezését, a gyorsulas €, és €, egysegvek-

torok szerint kifejezett polarkomponenseit a (27) relacié segitségével, valamint a
(28) matrixegyenletet, a gyorsulas normal, illetve tangencialis &sszetevdi a
kovetkezdk lesznek:

pi+pblpd+po)
\/p2+p292
p?0°+2°0+ p (pdi— j56)
\/p2+p2-92

a,=a,CosQ+a,sing =
(29)

=-a_sing+a,cosp =
P (0 0 q’

1.3.4. A szdgsebesség- vektor
A (23) képletekre vezetd gondolatmenet soran igazolast nyert, hogy az €, és §,

egységvektorok idé szerinti derivalaskor a két vektor
(a) elfordul az éramutat6 jarasaval ellentétesen = /2 szdggel;

(b) egységnyi abszol(t értéke 6 -tal szorzodik.

Ha az Oxy koordinata-sikra meréleges k egységvektort tekintjik ugy, hogy
ixj=k (aharom egységvektorra tamaszkodé Oxyz koordinata-rendszer jobbsod-
rasu), akkor barmely, az Oxy sikba illeszkedd vektornak k -val balrél valé vektor-

szorzata az emlitett sikban az éramutatd jarasaval ellentétesen, /2 szbggel
elfordul.

Ha a O skalarértékhez egy olyan 6 vektort csatolunk, amelynek abszolGt
értéke a skalarral megegyezd, irany-egységvektora pedig a mozgas sikjara
merdleges k , akkor kénnyen belathatd, hogy a (23) képletek a kovetkezdképpen is
felirhatok:

ol
@

ep: xep: X

Dy

: (30)

8, =0 x&, =8,

A 6 vektort szogsebesség-vektornak nevezik, és az elkdvetkezdkben jeldlése
@ . A (30) vektorialis feliras a Poisson-féle képletek sajatos esete. A késébbiekben
ezek altalanos alakja alkalmazast nyer a merev test mozgdasainak tanulmanyoza-
séban.
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2. Fejezet.
Merev testek kinematikaja

2.1. Alapfogalmak

A merev testek kinematikdja a mlszaki mechanikanak az a része, amely az anyagi
testek mozgéasat tanulmanyozza, kilénods tekintettel az alabbiakra:

¢ ajellegzetes pontok palyagdrbéjének meghatarozasa;

e atestpontok sebességeinek meghatarozasa;

e atestpontok gyorsulasainak meghatarozasa.

A péalyagorbék, a sebességek és a gyorsuldsok meghatarozasanak gyakorlati
szerepe igen jelentds a mechanizmusok tervezésében. A felsorolt mennyiségek
képezik a dinamikai szamitas alapjait, amely a mechanizmus igénybevételét hata-
rozza meg, és igy a méretezés kiindulépontjat képezi.

Matematikai  szempontbdl vizsgalva, adott testpont palyagérbéjét
F(t) = F(x(t), y(t), z(t)) fuggvényként lehet felfogni, ahol t az ids, x(t), y(t), z(t) pedig
az illetd testpont koordonatéinak idéfliggvényei, egy allé koordinata-rendszerhez
viszonyitva. Az all6 koordinata-rendszeren kivil célszerli egy, a testtel mereven
kotott koordinata-rendszert is értelmezni, melyet a test geometriai sajatossagainak
figyelembevételével érdemes megvalasztani. A mozgas soran a testhez régzitett
és az allé koordinata-rendszer kozotti kapcsolat minden idépillanatban ismertnek
tekintett. A két koordinatarendszer hasznalatanak elénye a kinematikai elemzés
matrixos modszerében vilagosodik meg.

A sebesség-, valamint a gyorsulasvektor, akar a mozgast végzé merev test
adott pontjanak helyzetvektora, mind az all6, mind a testhez kotétt — és ezzel
egyltt mozgd — koordonata-rendszerben értelmezhetd.

A merev testek kinematikaja a sebességfiiggveny, illetve a gyorsulasfiiggvény
meghatarozasat tizi ki célul. Ezek a fliggvények, a palyagorbéhez hasonléan,
egyvaltozés és harom paraméteres vektoridlis fliggvények, melyek idében
teremtenek kapcsolatot a sebesség illetve a gyorsulas, és a testpont helyzet-
paraméterei kdzott. Emiatt ezeket a fliggvényeket sebesség-, illetve gyorsulas-
eloszlasnak is nevezik.

A merev test mozgasa tébbféleképpen osztalyozhaté.

A koordinata-rendszer altalaban azon test modellje, amelyhez a tekintett anyagi
pont vagy merev test mozgasat viszonyitjuk. Ha a mozgast valamely rogzitettnek
tekintett — mas néven abszolut — koordinata-rendszerben szemléljuk, akkor ezt
abszolat mozgasnak nevezziik. Létezik azonban szamtalan olyan gyakorlati eset
is, amikor a mozgéast eleve egy olyan koordinata-rendszerben vizsgéljuk, amely
maga is mozog az abszolltnak tekintett koordinata-rendszerhez képest. Ez
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esetben a mozgd koordinata-rendszer a relativ koordinata-rendszer, az ebben
medfigyelt mozgas pedig a relativ mozgas. A két koordinata-rendszer abszoldt, il-
letve relativ mindségét a vizsgalat soran magunk valaszthatjuk meg, lehetéleg ugy,
hogy a legegyszer(ibb felirasi megoldasnak adjon helyet.

A mozgasok, jelleglik alapjan, két csoportba sorolhatok:

e egyszer(i mozgasok;

e Osszetett mozgasok.

Egyszerli mozgasok azok a mozgastipusok, amelyek mar nem bonthatok fel
tovabbi egyszer(ibb 6sszetevékre. Merev test esetében két egyszerii mozgas léte-
zik: a haladé mozgas, és a helytall6 tengely korili forgas.

Osszetett mozgasoknak nevezik az egyszeri mozgasokbdl eléallithatd, a
gyakorlatban jelentkez6 és kiemelt sajatossagokkal rendelkezd, alabb felsorolt
mozgastipusokat:

e Csavarmozgas;

¢ sikmozgas;

e gdmbmozgas vagy helytallo pont koruli forgas;

¢ altaldnos mozgas.

A jelen jegyzetben minden olyan mozgéast, amely el8allithaté az egyszer( forgd,
illetve a haladé mozgasok valamilyen dsszetételeként, 6sszetett mozgasnak tekin-
tink. Ugyanakkor a szakirodalomban fellelheték ettél eltéré értelmezések is [24,
26, 27], ahol a csavarmozgast, a sikmozgast, a gémbmozgast, valamint az alta-
lanos mozgast is egyszerli mozgasként értelmezik, mivel egy, a térben allé helyze-
tl koordinata-rendszerhez viszonyitjak.

Az Osszetett mozgas vizsgalhatd ugy is, mint tdébb, egyszerli mozgas 6ssze-
tétele; ilyen szempontbdl a mozgas lehet egyszeriien vagy tébbszorésen dsszetett.
Ezek részletes vizsgalata a ,Felilet-
generdlas elmélete” tantargyban
kap helyet.

A kovetkez6kben a felsorolt
mozgastipusok részletes elemzésé-
vel foglalkozunk.

2.2. Egyszerii mozgasok

2.2.1. A halad6 mozgas

A. Vektormoédszer

Merev test akkor végez haladé
mozgast, ha barmely két testpontra
illesztett egyenes a mozgés soran
Onmagaval parhuzamos marad.

6. abra.
A halad6 mozgas vazlata
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A halad6 mozgas vazlata a 6. abran lathatd. A merev test mozgasa az Oxyz
jobbsodrasu koordinata-rendszerhez viszonyitott. A mozgas sajatossagainak értel-
mében a mozgas soran a tetszdlegesen valasztott A;M szakasz is énmagaval par-
huzamos marad. Az 1, , illetve az Ty, helyvektorok idében valtoznak, de az m
vektor sem abszolut értékben, sem irdnydban nem valtozik, tehat idében allando.
Meg kell jegyezni, hogy a statikatdl eltéréen, az m A; kezdépontja elmozdul,
tehat a vektor nem kotott. Ellenben a komponensei nem valtoznak, mivel Snmagaval
parhuzamos marad, és abszolut értéke sem valtozik, vetiiletei allanddak lesznek.

A fent elmondottakat figyelembe véve, legyen az A, pont az A;M szakasz
tetszéleges pontja, és legyen € az Al—M vektor egységvektora. Az A és az A;
pontok helyvektorai kdzétt fennall az

r, = FAl +A-6 (31)

Osszefiiggés. Ha A= | AM |, akkor nyilvanvald, hogy A = M.
A (31) 6sszefliggés id6 szerinti derivalasaval az A; és A, testpontok sebességei
kozott fenndlld alabbi 6sszefliggést kapjuk:

=T, &V, =V, (32)

A (32) relacio a haladé mozgast jellemz6 sebességeloszlas. Ertelmezése az,
hogy a mozgast végzd merev test barmely pontjanak, adott idépillanatban, a
sebessége ugyanaz. Figyelembe véve, hogy a merev testben az AM szakasz
kijelolése, igy az € egységvektor iranya is tetszéleges, a (32) relacié barmely
testpontparra érvényes.

Py

id6 szerint derivalva,
n =Ty, & & =3, (33)

Ennek értelmében a haladé mozgas sordn a merev test pontjainak adott
id6pillanatban tekintett gyorsulasuk azonos.

Ha a (31) vektorosszegben a vektorokat id6é fliggvényeként tekintjuk, akkor a
(31) vektorosszeg a merev test kildonbdz6 pontjai altal leirt palyagorbék vektor-
egyenletei kdzott fennallé dsszefiiggés. Kiemeljik, hogy a t id6 a fuggetlen valtozo,
mig az € egységvektor, illetve a 1 paraméter idében allandé mennyiségek. Az
utébbiak értékét az A, és az A; pontok egymashoz viszonyitott helyzete hatarozza
meg. A (31) vektoregyenlet matrixos alakban a kévetkezé:

x ()] [x(t) e,
UISINAVIEES (34)
z,(t)] |z(t) €,
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7b. &bra.
A Ferguson-féle, foldmozgéast szemléltetd,
bolygdkerekes mechanizmus

~ Az A; és az A; pont koordonatai kozott, idétél
7a. 4bra. fuggetlendl, a Kkilénbség allandé. Geometriai
Az 6riaskerék szempontbol ez a tény azt igazolja, hogy az A
pont I'; palyagorbéje, és az A; pont I'; palya-
gorbéje egybevago.

Halad6 mozgast végzd merev test pontjai egybevago palyagorbéket irnak le.

A haladé mozgas nem tévesztend6 0ssze az egyenes vonall mozgassal! Ez
utdbbi a haladé mozgas sajatos esete, ezenkiviil rengeteg gyakorlati eset létezik,
ahol a haladé mozgas jellemzé palyagérbéje nem egyenes.

A 7a. abran szemléltetett az ériaskerék, amelynek kosarai mindig fliggélegesek
maradnak, és a kosar minden pontja ugyanazt az ériaskerék-atmérgja kort irja le,
csak ezek kozéppontjai illeszkednek kiloénb6z6é pozicidkban. A 7b. abran a
Ferguson hires mechanizmusanak a rekonstrukciéja lathatd, amelyben — barmeny-
nyire is hihetetlennek tlnik elsé latasra — a foldgémbtarté lapka a mozgas soran
dnmagaval parhuzamos marad. Innen is a ,Ferguson-féle paradoxon” elnevezés. A
7c. abra a konstruktér eredeti rajzat idézi.

B. Matrixmodszer

A matrixos mozgaselemzéshez két koordinata-rendszer megvalasztasa szik-
séges: egy all6 Sy rendszer, valamint egy, a vizsgalt merev testhez rogzitett és
ezzel egyltt mozgd, S; rendszer. A merev test geometridja az S; rendszerben
ismert — ez a matrixmédszer alkalmazasanak alapfeltétele.

A mozgas ismerete feltételezi, hogy minden id6pontban meghatérozott — tehat
felirhaté — az allé és a mozgo koordinata-rendszer kozotti transzformaciés matrix.
A mozgéas kovetkezményeképpen, a transzformaciés matrix elemei idéfliggék. A
matrixmodszer alkalmazdsahoz sziikséges alapismeretek rovid dsszefoglaldja a
figgelékben talalhato.

26



A haladé mozgas

EME

7.c. &bra.
A Ferguson ,Select Mechanical Exercises” 1773-ban kiadott m{ivében
fellelhetd eredeti rajz

A haladé mozgas sajatossagait figyelembe véve — vagyis azt a tényt, hogy bar-
mely két testpontot 6szekotd szakasz a mozgas soran dnmagaval parhuzamos
marad — kijelenthetd, hogy az S;-bél az Sy-ba vald transzformacié matrixa mindig
transzlaciés matrix, tehat a forgaté rész (lasd a Fliggeléket) egységmatrix lesz.

A mozgas soran idében valtozé elemek igy nem lesznek masak, mint a mozgé
S; rendszer orig6janak Sg-hoz viszonyitott koordonatai (a transzlacio-koordinatak),
igy a szabadon valasztott M testpont homogén koordinatai kozétti relaciot az

xXM71 1 0 0 x@[x™
| Jo 10 yer |y
Z™ 1o 0 1zl | zZM™ (33)
1 000 1 1

méatrixegyenlet adja. Figyelembe véve, hogy az id6tél fliggd koordinatak csupan a
mozg6 rendszer origdjanak koordonatai, az M pont sebességének Osszetevdi az
Sy-ban — id6 szerinti derivalas alkalmazasaval — a kovetkezok:

vl fo 0 0o xI® [x™
vis| 1o 0 0 g [y™
v [Tlo 0 0 20 ||z (30)
0o||000 O 1
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Vilagosan latszik, hogy a rotacidés rész id6 szerinti derivaltia a nullmatrix.
Kovetkezésképpen:

vie | [xe
Ve |=| v6 (37
Vil | |z

A fenti képlet értelmezése aban all, hogy a tetszéleges testpont sebessége
megegyezik a mozgé koordinatarendszer origéjanak sebességével, vagyis minden
testpont ugyanolyan sebesség.

A (37) relaciot id6 szerint derivalva, az egyenlet jobboldalan a valasztott test-
pont gyorsulasvektoranak dsszetevéi jelennek meg:

(M) 37(01)

a'>(0 X0
(M) | _| y;(01)

a'yO - 0 (38)
(M) -(01)

azO ZO

2.2.2. Helytall6 tengely koruli forgas

A.Vektormoédszer

Merev test akkor végez helytallé tengely koruli forgast (réviden: forgdbmozgast), ha
a test egyméstdl kilonb6zd két pontja nyugalomban marad a mozgas soran.
Koénny( belatni, hogy a két emlitett ponton athalad6 egyenes tdbbi pontja is moz-
dulatlan marad. Ez az egyenes a forgémozgas tengelyét képezi.

A forgbmozgasnak szamtalan miszaki alkalmazasa van. Gyakorlatilag alig
talalhato olyan gép, amelynek ne lenne legalabb egy helytallé tengely korili forgo-
mozgést végz6 alkatrésze.

A forgbmozgas mennyiségi elemzése a 8. abran feltiintetett geometriai elemek
és vektorok segitségével torténik. Az helytalld Oxyz koordinata-rendszerben (9)
jeloli a forgastengelyt. Ez az A pontban dofi at az xy sikot. A forgastengely
helyzetét egyértelmien meghatarozza az A doféspont és a (6) tengely irany-
vektora. Az utébbit egységvektornak tekintjuk. Jeldlje rendre M és M’ a merev test
egy tetszbleges pontjanak helyzetét a t, és t, + At iddpillanatban. Legyen tovab-
ba ﬁ(to) és ,B(tO +At) ugyanezen pont a forgastengely valamely B pontjara
vonatkoz6 helyvektora. Mivel merev test mozgasat vizsgaljuk, nyilvanvald, hogy
barmely harom kiilénb6z6 testpont alkotta haromszdg torzulatlan marad a mozgas
soran. Az M ponton athaladé és a forgastengelyre meréleges sikot az Q pontban
dofi a forgastengely. Tekintsik most a BMQ derékszdgli haromszoget. A harom-
szbg B és Q cslcsa nyugalomban van, mivel a forgastengelyen talalhato. igy At idé
mulva a haromszég a BM'Q helyzetbe keril. Nyilvanvalo, hogy az MQ befogd
hossza allandé marad a mozgas soran. Mas szavakkal kifejezve, az M pont forgas-
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tengelytél mért tavolsa-
ga a mozgas soran
nem valtozik.

A fentebb mondot-
tak alapjan kijelenthet-
juk, hogy a helytalld
tengely koril  forgé-
mozgast végzd test
pontjainak palyago6rbéi
a forgastengelyre me-
réleges sikokban fekv®
korok. E korék sugarai
megegyeznek a tekin-
ett pontok forgéasten-
gelytdl valé  tavolsa- A

gaival. - //
G

8. abra.
A forgdbmozgas vazlata

2.2.2.1. A sebességeloszlas
A sebesség- illetve a gyorsulaseloszlas meghatarozasakor ismertnek tekinjuk a
mozgast végz6 test geometrigjat a valasztott S, koordinata-rendszerben. A merev

test M pontjanak OMaz origéra vonatkozé helyzetvektora. A 8. abra alapjan felir-
haté, hogy
F=OA+AB+BM+p (39)

A kivalasztott M pont T helyvektora nyilvanvaléan az idd fliggénye. A sebesség
meghatarozasa céljabol id6 szerint kell tehat derivalni a (38) egyenletet. A deriva-
las soran figyelembe kell venni, hogy csak a p vektor idéfiiggd és igy

g_do
dt

A dp/dt szamitdsa a 8. abran feltiintetett QMM’ haromszog segitségével
végezhetd el:
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. AO
_ N - —_ 2QMsin—

) t, +At)— plt ) Yo -
d_p:“mp(o+ ) ’D(")zllmM'\/I =lim 2 I
dt At—>0 t0+At_to A-0 At At—0 At

AO
—20MIlim—2-g, .
At—0 At MM

A képletben QM a vizsgalt pontnak a forgastengelytél mért tavolsaga, az €,,,,
egységvektor pedig az M pontbél az M’ pontba mutat. Nyilvanvald, hogy az QMM’
egyenld szari haromszég MM’ alapjan fekvé két szognek a hatarértéke 90°, ha a
haromszog Q csucsahoz tartozé6 AO kézépponti szdg a zérushoz tart. Kovetkezés-
képp hataresetben a Ap kilonbségvektor meréleges lesz az QM sugarra.

A mozgas sordn a p helyvektor csak az irdnyat valtoztaja, abszolut értéke al-
landé marad. Legyen @ a p helyvektor és a () forgastengely altal bezart szog.
Nyilvanval6é az abra alapjan, hogy az QBM haromszdg ¢ szdggel szemben fekvd
befogoja az M pont korpalydjanak QM = psing sugara. Behelyettesitve az QM
sugar értékét a sebesség fenti képletébe kapjuk, hogy:

dp . . AO

E_ psing IAIt[nmEeMM' (40)
A fenti képletben all6 hatarérték a kérpalyan mozgdé M pont helyzetét megado

0 kdzponti szbg id6beli valtozasanak sebessége. Ennek alapjan, visszidézve még

a (30) képlet kapcsan mondottakat is, a skalaris alaku sz6gsebességet az

o =lim2% (a1)
At—0 At

maédon értelmezzik. A szamitasi képletek rendszerezése végett célszer(i a szbg-
sebességet vektorizalni, vagyis a kdzponti sz6g egységnyi idd alatt torténd pillanat-

nyi valtozasahoz irdnyt és iranyitast rendelni. Késsuk a (8) tengely € , |€ [=1
irdnyvektorat az Q ponthoz. Pozitivnak tekintjik a A6 szdgelfordulast, ha az €,

o 0]

vektor végpontjabdl tekintve az MM'Q sikra, az QM vektor az 6ramutat6 jarasaval

ellentétesen fordul el AB szbggel a QOM' vektorba. Ertelmezziik ezek utan a merev
test szogsebesség-vektorat a (41) képlet segitségével, mint @ = @€, . Nyilvanvalo,

hogy az €, x p vektoridlis szorzatnak az abszolut értéke psSing és a jobbkéz-
szabalynak megfeleléen llgrn0 €uw @z iranyvektora (ez a korpalya érinté egység-

vektora az M pontban). Osszevetve ezt az eredményt a (40) képlettel azt kapjuk,
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hogy helytall6 tengely korili forgdmozgas esetén

d
dt

a sebességeloszlas szamitasanak 6sszefiiggése. A képletben szereplé @ szogse-
bességvektor az helytalld tengely korili forgdmozgas alapveté jellemzéje, ap
pedig a merev test egy tetsz6leges pontjanak helyvektora a forgastengely valmely
szabadon kivalasztott — jelen esetben a B — pontjahoz viszonyitva.

Az allé Sy koordinatarendszerben az @ szogsebességvektor iranya idében val-
tozatlan, iranyitasa (el6jele) és nagysaga viszont id6fliggé lehet. A vizsgalt pont
koordinatai idében szintén valtozéak. A (42) vektoregyenlet, matrix-alakban, a
kovetkez6 lesz:

!

V=

=0xpP (42)

(M)
Xo 0 - a)Zo a)YO Xo
_ M)
w | =] @y 0 -0, (() (43)
(M)
Zg - w)’o a)xo 0 Z

A képletben allé xo, Yo, zo valamint nulla indexek azt jeletik, hogy a V és @
vektorok koordinatait az Sy allé helyzetl koordinata-rendszerben tekintjuk.

A sebesség abszollt értékének eloszlasa helytallé tengelyi forgdmozgas ese-
tén lineéris. Valoban, figyelembe véve a (42) relaciét és a 8. abrét, a vektorszorzat
nagysaga a szogsebességvektor nagysaganak és a vizsgalt pont forgastengelytél
val6 tavolsaganak szorzata. Mivel a test merev, az @ vektort meghatarozé
ABO /At szogvaltozas minden forgastengelyre meréleges sikban allando (ellenke-
z6 esetben a kiilénb6z6 sikokban illeszkedd testpontok egymashoz viszonyitva el
kéne mozduljanak). Kijelentheté, hogy adott sugaru, forgastengellyel egybeesé
tengelyl korhengeren illeszkedd testpontok sebességének abszolut értéke
egyenld. A sebességvektorok iranya — természetesen az adott testpont helyzetétdl
fuggben — kiloénbdz6, de mindig meréleges a tekintett pontot a forgastengellyel
0sszekotd szakaszra.

2.2.2.2. A gyorsulaseloszlas
A gyorsulas szamitasa a sebesség vektoregyenletének idé szerinti derivalasaval
torténik. Figyelembe véve a (42) egyenletet,
. dv d,. ., do . . dp
dA=—=—\w X =
T TR

A do/dt derivalt nem mas mint az £ szoggyorsulas-vektor. Iranya megegye-
zik az @ szogsebességvektor irAnyaval. Nagysaga a forgdmozgashoz tartozé o(t)
kbzponti szog id6 szerinti masodik derivaltja. Az egyenlet jobb oldalan megjelené
dp/dt derivaltat a (41) képlet szerint szamitjuk. A behelyettesités utan,
kihasznalva a kétszeres vektorszorzattal kapcsolatos kifejtési tételt, kovetkezik:
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[v]

9. dbra.
A gyorsulasvektor és 6sszetevdi: a tangencialis és a normal iranya gyorsulas

d=ixp+ox(@xp)=Exp+(@ p)d—(d-&)p (44)

Figyeljik meg, hogy a gyorsulasvektor két 6sszetevére bonthatd. Az £ x p 0sz-
szetevd a sebességvektorral megegyezd iranyd, mig az (c?) . /3)-(?) —(c?)aB) )
Osszetevd az @ és p vektorok ponderalt 6sszegeként, e két vektor altal kifeszitett
sikban fekszik. A geometriai viszonyokat a 9. dbra szemlélteti.

Legyen épa p helyvektor iranyat kijel6l6 egységvektor, €, pedig a kordbban

o-val jelolt forgastengely irdny-egységvektora. Ezekkel a jeldlésekkel a fentebb
tekintett gyorsulas-osszetevé a kdvetkezéképpen irhaté fel:

(@-p)o—(6-&)p=w* pcosgE, o’ pE, (45)

Figyeljuk meg, hogy a fenti kilénbség kisebbitendéje az QBM haromszég (B
befogojaval, mig a kivonandé ugyanennek a haromszognek BM atfogdjaval
aranyos. A vektormivelethez tartozé zart vektorharomszdég tehat az QBM
haromszodggel hasonld, és oldalai ennek megfelel6 oldalaival parhuzamosak. A
kulénbségvektor, ennek kovetkezményeként, az QM befogbéval parhuzamos,
egyébként pedig az M pont altal leirt kdrpalya Q kézéppontja felé mutat. A
gyorsulas (45) képlettel szamitott 6sszetevéjét normal gyorsuldsnak, mig az € x p

dsszetevét tangencialis vagy érintéiranyu gyorsulasnak nevezik. Osszegezve, a
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helytallé tengelyl forgdmozgast végzé test adott pontjanak gyorsulasat a tangen-
cialis, illetve normalgyorsulas-vektorok dsszege hatarozza meg:

|

S}
Il
jab}
+
S

<
o

6 p)6-(@-6)p=dxY  (49)

|
X

!

N—
Il

<

o o
Il
SURST!
X

~
Il
X
N =

A gyorsulastsszetevék abszolut értékei a (46) képletek, valamint a 9. abra
alapjan szamithatok:
|é:r|=8p5in(p
, (47)
=oV=0" psSing

aV

Innen azonnal adédik a gyorsulas abszolut értéke:
azw/af+af =psin(o\/52+a)4 (48)

Az el6z6éekben levezetett képletek alapjan a gyorsulaseloszlas kovetkezd saja-
tossagai emelhetdk ki:

¢ akar a sebességeloszlas esetében, a gyorsulasvektor mindkét dsszetevdje és
ennek kdvetkezményeként az eredd gyorsulas is egyenesen aranyos a vizs-
galt testpont forgastengelyt6él mért tavolsagaval ((47) és (48) képletek);

¢ a forgastengely pontjainak gyorsulasa értelemszer(ien nulla;

e ha zérus a szoggyorsulas értéke, akkor normaliranyl a gyorsulasvektor —
ebben az esetben egyenletes forgdmozgasrol beszéliink;

¢ barmely pontban azonos a normal, illetve az ered6 gyorsulasvektor altal
bezart g sz6g értéke hiszen (10.4bra)

a ¢
tgp - (49)
A 10. abran a tangencidlis, illetve az eredd gyorsulas linearis eloszlasat a for-
gastengelytdl vald tavolsag fliggvényében az QAM illetve az QBM haromszdg
szemlélteti. Ha az M pontban ismert a tangencialis és a normalgyorsulas értéke,
akkor kénnyen megszerkesztheté az eredd gyorsulas. A tetszdleges r, sugaru kor-
palyat leir6 M, pont tangencialis gyorsulasat az M,A, szakasz, ered6 gyorsulasat
pedig az M,B, szakasz adja, melyek A, illetve B, végpontjait az M,-b6l AM-hez,

illetve BM-hez huzott parhuzamosok adjak.
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B. Matrixmodszer

2.2.2.3. Mozgéastorvény matrixokkal

A matrixmodszer, akarcsak a haladé
mozgas esetében, az allo helyzetl S, és
a testhez kotott, vele egyiitt mozgo, S;
koordinata-rendszer kapcsolatanak is-
meretére éplul. A mozgast végzd test
geometrigja ismert kell legyen a testhez
kotétt S; mozgd koordinata-rendszer-
ben. Amennyiben az allé6 S, koordinata-
rendszerben, minden id6pillanatban,
meghatarozhatok barmely testpont koor-
dinatai, akkor ismert az allé6 és a mozgo
koordinata-rendszer koézétti  kapcsolat
transzformacios matrixa. A transzforma-
cios matrix elemei tehat az idé fuggveé-
nyeiként foghatok fel.

A helytallé tengely korili forgdbmoz-
gas esetén hasznalt koordinata-rend-
szereket a 11. abra szemlélteti. Az S,
allé koordinata-rendszerben a test AO, forgastengelye az A pont koordinataival,
valamint a ¢ és a 6 szbgek segitségével adhaté meg. Az AB szakasz a forgas-
tengely vetlilete az X,Y, sikra. Nyilvanvalé, hogy az AO;B haromszég sikja az

10. &bra.
A gyorsulas geometriai tulajdonsagai

X,Y, sikra meréleges. A forgdmozgast végzé merev testhez rogzitett S; koordina-
ta-rendszer a mozgas tanulményozédsanak kezdeti pillanatdban az O,X,,Y,,Z,,

helyzetben talalhat6. Vegyiik észre, hogy az elsé index a koordinata-rendszert, a
mésodik a t=0 id6pillanatot azonositia. Az S, koordinata-rendszer O,X,,Y,,Z;,

helyzetét a tovabbiakban szintén allénak tekintjik és a megkilonboztetés kedvéeért
S10 mo6don jeldljuk. Adott t id6 elteltével a mozgé rendszer az O, X,Y,z, helyzetbe

kerlil. Ezalatt az id6 alatt a forgast végz6 test y szbdggel fordul el az AO, forgas-
tengely koéril. A szamitasok egyszerisitése céljabdl a mozgd rendszert lehetbleg
ugy kell felvenni, hogy egyik tengelye a forgastengellyel egybeessék. Jelen eset-
ben, 6sszhangban a 11. abraval, a forgastengely a z, = z,, tengely. Mivel a y sz8g

idéfiiggs, célszerli ezt w =w(t)- nek jeldini. A vélasztott koordinata-rendszerek
tengelyeinek egységvektorai rendre TO,J?O,EO, Tlo,j?lo,ﬁlo illetve Tl,fl,El. Feltesz-
szlk, hogy az S;o koordinata-rendszer X,, tengelye az AO;B sikban fekszik.
Kdvetkezésképpen a L az AO;B sikra merdleges, tehat az X,Yy, sikkal parhu-
zamos, iranya pedig, sajatos helyzetéb6l adodoan, az X,tengely irAnyaval a 90°+¢
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11. 4bra.
A matrixmodszer alkalmazott koordinata-rendszerei

szoget zarja be. A 11. abra alapjan ellenérizhet6, hogy az S;y koordinata-rendszer
10,110 , k10 egységvektorainak oszlopmétrixai a t =0 id&pillanatban a kdvetkezok:

sin@ cos g —-sing cosécosg
i, =|sindsing j10 =| cosep | k,, =|cos@sing |; (50)
—cosé 0 sin@

Megjegyezzuk hogy két egységvektor ismeretében a harmadik analitikus Gton
is szamithat6 az | X JO = k valamint az ezzel ekvivalens képletekbdl. Az O, origd

(xf)ol),yé 1),20 ) koordinatai Se-ban ismertnek tekintettek. Jel6lje rendre r és r,

a merev test valamely M pontja az S, illetve S;-beli helyvektorainak megfelel®
oszlopmatrixait. Belathaté, hogy az r, oszlop idéfiiggetlen, mivel S; a merev
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testtel egyltt mozog. Mivel az S; a t;, kezdeti id6pillanatban elfoglalt S, hely-
zetéhez viszonyitva elmozdul, igy az M pont Sj,-ra értelmezett r,, oszlopa idé-
figgd; belathatd, hogy t, pillanatban r,, =r,.

A tovabbiakban a 11 abra, a homogén koordinatak értelmezése, valamint az

egységvektorok kozott fennallé (50) képlet felhasznalasaval belathatd, hogy
barmely iddépillanatban teljesiil az alabbi transzformacios egyenlet:

X,| [sinfcosp —sing cosfcosp x|[x,,
Yo | |sin@sing cosp cos@sing y° |y,

to = - : =M, r 51
]z —cosé 0 sind Z(()ol) Z, o100 (51)
1 0 0 0 1|1

Az S; mozgérendszer altalanos helyzetét S;o-hoz a w(t) paraméterrel megha-
tarozott z,, =z, tengely koruli forgatas adja meg. Kovetkezésképp, r,, és r, koé-
z6tt a kapcsolat az alabbi médon irhat6 fel:

X0 cosy -—siny 0 0]fx,
Yio siny cosy O Ojy,

=10 Zlo O O 1 O Zl 10,1 =1 (52)
1 0 0 0 1)1

Behelyettesitve az (52) egyenletet az (51)-be, az S;-bdl az Sy-ba valdé atmenet
matrixa az elébbiekben felirt két transzformaciés matrix szorzata lesz:

=My My, 1, (53)
Felhiviuk arra a koriiményre a figyelmet, hogy a fenti egyenletben egyedil M,
fugg a w(t) -n keresztil az id6tél.

2.2.2.4. A sebesség méatrixos alakja
Az (53) matrixegyenlet id6 szerinti derivaltja a sebességvektor dsszetevéit, mig az
id6 szerint masodik derivalt a gyorsulasvektor dsszetevdit adja meg az allé Sy
rendszerben. Kdvetkezésképp

—siny —cosy

0
dy | cosy —siny 0
dt 0
0

=<

) d
Vo=r, = Mo,lo aMm,l r,= I\/Io,1o 1 (54)

dt 0 0
0 0

o O o o

Az (54) egyenlet lehetévé teszi a mozgast végzé merev test geometriajanak
ismeretében — ezt természetesen az S; koordinata-rendszerben ismerjik — a
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sebességvektor komponenseinek azonnali szamitasat az S, allérendszerben,
feltéve hogy ismert a dy /dt pillanatnyi szogsebesség.

A tovabbiakban az ugyancsak helytalld6 S;q koordinatarendszerben szamitjuk a
sebességvektor 6sszetevdit, azaz a v,, oszlopmatrixot. A szamitas elvégzésére
szlikség van a vektort Sp-bdl Syo-ba transzformald L., , matrixra. Mint ismeretes, a
vektorosszetevoket transzformalé homogén matrixot ugy allitjuk elé, hogy a meg-
felelé koordinatatranszformacié homogén matrixanak forgatorészét egy nulla sorral
és egy nulla oszloppal egészitjik ki. A v,, =L, , Vv, alkalmas atalakitasaval és

az (52) kihasznalasaval az atalakitas, részletesen, a kovetkezd szamitasokat
jelenti:

—siny —cosy 0 O
) dw| cosy —siny 0 O
Vie=lpo= L1o,o vV, = L1o,o MO,IO d_l/t/ 0 0 00 r=
0 0 00
Vo (55)
1000 —siny —-cosy 0 O
0 1 0 O|dy| cosy —siny 0 O
= — M, M, r
0 0 1 Ofdt 0 0 00 “‘)E 0Lt
0 00O 0 0 00

Figyelembe kell venni, hogy M, r, =r,, a vizsgalt testpont homogén koordi-

natainak felirdsa S;g-ban. A szamitasok elvégzése utan a keresett sebességosziop
a kdvetkez6 alakot olti:

0 —:—"t’ 0 0|x,
dy y
Vi = E 0 00 210 (56)
0 10
1
0 0 0 0]

Az (56) relacié egyenértéki a (43)-mal. Az a kilonbség, hogy az (56) az Sy
koordinatarendszerben van felirva. Ebben vilagosan latszik a sz6gsebesség-vektor
ferdeszimmetrikus matrixa, ami a gyakorlati szamitasokban sokkal elénydsebb (54)
relaciobol azonban nem tinik ki! Az (54) 0sszefliggés els6ésorban azért elényos,
mert a sebességvektor-Ossztevéket a merev test sajat rendszerébdl vett hely-
koordinatakkal adja meg az allé Sy rendszerben. Mivel a mozgas ismert, egyszer
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transzformacié alkalmazasaval barmely, mondjuk az S;, koordinata-rendszerben
felirhaté a Vv, sebességvektor a vonatkoz6 M,, transzformacios matrix , illetve az
ennek megfelel6 L, ismeretében:

V=LV, (57)

2.2.2.5. A gyorsulasok szamitasa matrixokkal
A gyorsulas meghatarozasa az (54) egyenlet idd szerinti derivalasaval térténik:

—siny —cosy 0 O

g g d?y | cosy —siny 0 0
QOZEMOZMOJO WMNJ [1:M0,10 dtZ 0 0 0 0 "
—_
210 0 0 00
—cosy siny 0 O
dy | —-siny —cosy 0 0| dy
dy Ll
T 0 0 0|dt|™
0 0 00

Nem nehéz belatni, hogy kapcsos zardjelben szereplé matrixok kézil az elsé a
tangencidlis-,(ez ugyanis a szoggyorsulassal aranyos) a masodik pedig a normal-
gyorsulas értékét adja meg (ez ugyanis a szogsebesség négyzetével aranyos). Bar
a konkrét szamitasok végrehajtasa soran a fenti alak, hasonléan a sebességmez§
esetéhez, elénydsebb, az alabbiakban a vektorialis alakkal val6 6sszehasonlitas
kedvéért kulon is felijuk az a, gyorsulast. A koordinatatranszformacio alapjan

kijelenthet6, hogy a gyorsulasok tekintetében fennall az a, =M, , a,, Ossze-

fuggés. Ahhoz, hogy ez megjelenjen a gyorsulasmezé képletében, tovabbi
atalakitasokra van sziikség:

ST}

—N
a, =M, {}£1 =Mj1 My My {}El =M;,x My, My {}El
E a;

A fenti mlveletsorban szerepl§ elsé két szorzétényez§ adta részeredmény nem
mas mint M, M, =M, , vagyis az S;-bél az Sp-ba valé transzforméacio

matrixa. Vilagos, hogy
ajg
a, =M, M1,1o {---}[1 =M, a,
%,—J
a

és ezzel a gyorsulas oszlopmatrixa S;-ben az
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a, = Ml,lO {"'}£1

muveletsorral szamithatd, ami, figyelembe véve az elsé kifejezést, a kdvetkez6-
képpen alakul;

cosy siny 0 O] -siny -cosy 0 O
o - d*y|-siny cosy 0 0| cosy —siny 0 O .
o ldtr| 0 0 00| O 0 00
0 0 0 0 O 0 00
cosy singy 0 Of[-cosy siny 0 O]|[x,
dy )’ |-siny cosy 0 O -siny —cosy 0 O}y,
(E) 0 o 00| o o 0 offlz |
0 0 0 0] 0 0 00 1
0 -1 00 -1 0 0 O X,
d’y|-1 0 0 O dy 210 -1 00 A
“1de|o o0 0 o0 +(Ej 0 0 0 0|[|z
0 0 00O 0O 0 0O 1
(58)
vagy a kijelolt miveletek elvégzése utan:
_ , i}
0 —c;t'ﬁ’ 0 0|x, 1 0 0 0]x
d2 y1 d ? 0 -100 y1
&= dtz/ 00 z, (d_yt/j 0 0 0 0l|z (59)
0 0 00 1 0O 0 0 0|12
0 0 0 0]

Az (59) képlet els6é tagja a tangencidlis gyorsulas, a masodik pedig a
normalgyorsulas. Kénnyen belathat6, a gyorsulds @ =& x p+@x (& x p) vekto-
ridlis kifejezését tekintve, hogy a koordinata-transzformacié derivalasaval levezetett
képlet ugy is megkaphatd, hogy a vektorszorzatok felirdsakor az elsé
szorzétényezd tekintetében értelemszerlien a vonatkozd ferdeszimmetrikus
matrixot, a masodik tekintetében pedig a vonatkozé oszlopmatrixot hasznaljuk. A
végeredmény azonossaganak belatdasa a harmadrendld matrixok kiegészitését
igényli annak érdekében, hogy negyedrendl matrixokat kapjunk: a jobboldalon egy
zérus oszlop, az utolsé sor utan pedig egy zérus sor a sziikséges kiegészités. Az
oszlopmatrixok esetén pedig homogén koordinataikra érdemes attérni az utolsé
elem alkalmas megvalasztaséaval.
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A d?y /dt’ kifejezés az £ szbggyorsulasvektor abszolit értéke.

A normalgyorsulas kifejezésében szerepl6 négyzetes matrix az @
ferdeszimmetrikus méatrix négyzetének hasonlé kiegészitettje.

A fentebb mondottak alapjan vilagosan latszik az analdgia a vektormodszer és
a matrixmddszer kozott. A vektormddszer egyszerlibb kifejezéseket eredményez,
viszont Ugyelni kell arra, hogy a kifejezésben szerepld minden vektor ugyanabban
a koordinata-rendszerben legyen felirva. A matrixmodszer els6é latasra bonyo-
lultabbnak tlnik, de hasznalata Iényegesen egyszer(ibb, amikor szamolni kell, ma-
guk a szamitasok pedig kdzvetlenil kédolhatok, ha programot kell irni.

2.3. Osszetett mozgasok

2.3.1. A csavarmozgas

A csavarmozgéas az egyenes vonall haladdé mozgéas és a helytalld tengely korili
forgas kombinéaci6jabol hozhato létre. A csavarmozgast végz6 merev test adott
helyzetl tengely mentén haladé mozgéast végez, mikézben e tengely kordl forog.
Ebben az esetben a forgastengelyre illeszkedé testpontok kizarélag haladé
mozgast végeznek, mig a tengelyen kivil esd testpontok mozgasa az egyenes vo-
nali transzlacio, és a forgastengely koruli rotacié szuperponalasanak eredménye.
A csavarmozgas ugy is felfoghatd, hogy a forgdbmozgast végzdé test tengelye
sajatmaga mentén mozdul el — ez a transzlaci6 —, mikozben természetszeriien
magaval viszi a pontjait is. A transzlacio, illetve az elfordulas kdzétt mindig létezik
Osszefliggés. Ha skalaris alakban tekintjik a mozgastorvényt, akkor a transzlaciora
nézve az s=s(t), az elfordulasra nézve pedig a ¢ = ¢(t) alakot tételezzik fel.

Tovabbi feltevés, hogy a ¢ = ¢(t) kapcsolat kélcséndsen egyértelm( (bijektiv),

kovetkezésképp létezik a t = (p) alakt inverzfiiggvény. Visszahelyettesitve ezt

a képletet a tengelymentén mért ivkoordinatat ado skalartérvénybe, megkapjuk az
iv- és szdgkoordinata kdzotti kapcsolatot:

s=s[p(p)] (60)

A csavarmozgasnak szamos gyakorlati alkalmazasa ismert. Ezek tipusatél fug-
gbéen mas és mas lehet a (60) dsszefliggés alakja. A leggyakrabban a linearis kap-
csolat fordul elé: s(p)=p ¢ — csavarkétések, illetve csavarkapcsok esetében.

Konnyen belathat6, hogy a ¢ =27 teljes koriilfordulashoz s= 27z p tengelyiranyd
elmozduléas tartozik. Ez val6jdban a csavar menetemelkedése. Az is kiolvashat6 a
képletbSl, hogy a p aranyossagi tényezé nem mas, mint a ¢ =1rad sz0g-

elfordulashoz tartoz6 elmozdulas, melyet a csavar paraméterének neveznek, és az
elméleti modellek elészeretettel hasznaljak [19]. Ha az id6 szerint derivaljuk ezt a
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linearis kapcsolatot, akkor a szégse- 2

besség és a tengelymenti sebesség e 2 i

kozott kapunk dsszefliggést: i Sy
L =-pLip)v-po (1) -
dt dt S ! e
A masik nagy alkalmazascsoport a G i 20

térbeli bitykés mechanizmusokat fog- - >

lalja magaba (12. abra). Ezek célja az

allandé szdgsebességli forgdmozgas

valtozd sebességl linearis elmozdu- 12 4bra

lassa alakitasa. Ebben az esetben a
mechanizmus mozgéasatviteli torvé-
nye geometriai vagy kinematikai jelle-
gl lehet. Ha a mozgasatviteli torvény geometriai, akkor adott értéki szdgelfordulasra
a vezetett tagot az el6irt tengelymenti helyzetbe kell, hogy hozza, a szdgelfordulas
értékének megfeleld elmozdulassal. Amenyiben a mozgastérvény kinematikai jelle-
gl, akkor — a vezet6 tag allandd szdogsebessége mellett — a vezetett tag adott id6-
pillanatban a mozgastérvénynek megfelelé sebességgel kell mozogjon. Ezekkel a
problémakkal a mechanizmusok tudomanya foglalkozik részletesebben.

Ha az els6, azaz a geometriai célkitizést tekintjuk, akdkor vilagos, hogy az
s(p)=f(¢p) fuggvény nem feltétlendl linearis, és ebben az esetben a tengelyiranyd

sebesség:

Térbeli bitykés mechanizmus

ds df de df
dt de dt deo
Vilagos, a (61) és (62) tsszeflggések alapjan, hogy df/d¢ a pillanatnyi csavar-
paraméter.
Amennyiben a hajtas kinematikai, gy a mozgastérvény alakja v(t)=p(t)e , ha
allando a szégsebesség. Ebben az esetben az uUttérvény integralassal kaphato:

s(t)=w j; p(z)dz (63)

A kovetkez6kben a csavarmozgast végz6 merev test a sebesség- illetve gyor-
sulaseloszlasat mind vektor-, mind pedig matrixmodszerrel attekintjik.

A. Vektormodszer
A csavarmozgas jellemzéit a 13. 4bra szemlélteti. A helytalld6 Oxyz koordinata-

rendszer Xy sikjat a (6) csavartengely az A pontban doéfi. A csavartengely
egyszerre a forgastengely és az egyenes vonall haladdé mozgas irdnya is egyben.

A tekintett merev test M pontjanak helyzetét, a to id6pillanatban, a (6) tengely B
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7
B 7 (4e4t)
A J

B el ®

13. &bra.
A csavarmozgés vektormodellje

rogzitett pontjabdl kiinduld ,B(to) vektor hatarozza meg. Aty id6 eltelte utan az M
pont M” helyzetbe kerll. Ennek a pontnak ,5(t0+At) a B ponthoz viszonyitott

helyvektora. A helyvektor Ap = p(t, + At,)— p(t,) alaki novekménye két Gsszete-
vére bonthato:

Ap = ﬁ(to + Ato)_ ﬁ(to): Ap, +Ap, (64)

A Ap, dsszetevd kezddpontja a p(t,) helyvektor csicsa egyébként pedig a

csavartengelyre meréleges sikban fekszik. A Ap, &sszetevé kezdépontja a Ap,

vektor végpontja, és parhuzamos a csavartengely iranyaval. Ez a csavartengelyre
merdéleges és azzal parhuzamos Osszetevére torténé felbontas valdjaban a csa-
varmozgéas helytall6 tengely korlli forgasra és a csavartengellyel parhuzamos
egyenesvonall haladémozgasra térténé felbontdsa. Ha azonosan zérus (minden

idépillanatban zérus) a helytallé tengelykordli forgast leird Ap, 6sszetevd, akkor az
M pont Ap, elemi elmozdulasa haladé mozgéshoz tartozik, maga a csavarmozgéas
pedig haladé mozgassa egyszeriisédik. Ha pedig a csavartengely-iranya haladé
mozgéast adé Ap, elemi elmozdulds azonosan zérus, akkor a vizsgalt test forgo-

mozgést végez a () tengely korul.
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2.3.1.1. A sebességeloszlas
A sebességeloszlas a (64) relaci6 idd szerinti derivalasaval, és a 13. abra figyelem-
bevételével szamithato:

v :%(p): lim ﬁ(to +At)_/3(t0) =lim /31(t0 +At)_/3(t0)+ lim A/_jz

65
M50t At—t, M50t At—t, CHIYSEIAS

Az els6 hatarérték pontosan megegyezik a helytallé tengely kortli forgas esetén
tekintett hatarértékkel és igy az ott latott sebességmez6t eredményezi. A masodik
hatarérték mindig parhuzamos a (8) tengellyel, jelélie ezt V,. Erdemes ezt az
Osszetevét a (62) képlet alapjan az @ pillanatnyi szogsebességgel kifejezni.
Figyelembe véve a tengelykorili forgasbél ad6do sebesség (42) képletét, valamint
a V, szamitasaval kapcsolatosan mondottakat a (65) osszefliggés a kovetkezd
alakot olti:

V=oxp+V;=axp+pt)d (66)

14. abra.
A sebességeloszlas csavarmozgas esetén
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A sebességvektor komponenseit a 14. abra szemlélteti. A csavarmozgas
sebességének tengelyiranyd, valamint tangencialis 0sszetevéje az Ugynevezett X
hordoz6 hengerfeliilet érint6 sikjat fesziti ki. A tekintett M testpont csavartengely-
hez viszonyitott tavolsaga nem valtozik a csavarmozgas soran, igy az MQ henger-
sugér allandé marad. A 14. dbran hasznalt jeldlésekkel

&% p|=w(psing)=wr (67)

Kdvetkezésképpen az M pont (I') palydja a () hengerfelileten fekszik, és,
altalanos esetben, egy valtozé paraméter(i hengeres csavarvonal. A pillanatnyi
sebesség mindig a csavarvonal érintdje. A tengelyirdnyl és tangencialis irdnyud
OsszetevBk hanyadosa meghatarozza a sebességvektor dblésszogét a csavar-
tengelyre meréleges sikra:

P _ p(t)

|a)><p| or r

t9p=

(68)

Vegyik észre, hogy adott id6pillanatban a délésszog tangensének eloszlasa
hiperbolikusan csdkken a csavartengelytél valé r tavolsaggal. Ennek megfeleléen,
a sebességirany és a csavartengely szége (mivel ez utébbi a d6lésszog pdtszdge)
hiperbolikusan névekvé.

A tangencialis sebességkomponens a csavartengelytél mért tavolsaggal aréa-
nyosan novekszik, ugyanigy mint a forgdémozgas esetében.

A tengelyiranyl sebességkomponens, egy adott id6pillanatban, a merev test
minden pontjdban azonos.

2.3.1.2. A gyorsulaseloszlas
Legyen €, a (&) csavartengely irdny-egységvektora. €, id6ben allandd, mivel a

csavartengely helyzete rogzitett. Figyelembe véve ezt, a (65) alatti sebesség a
kovetkezéképpen irhato fel:

p(t)

0]

V=0bxp+ g; (69)

A gyorsulas a (69) relacio id6 szerinti derivalasaval hatarozhaté meg:

ﬁ:ﬂ:i(@xﬁ)Jr%[?j _ixprax(anp) PO PO oy

dt dt o’

Osszevetve a (70) képletet a forgdmozgas gyorsulaseloszlasaval, (44)-es és
(46)-os képletek, vilagosan kitlinik, hogy a csavarmozgas gyorsulasvektora harom,
egymasra merbéleges 6sszetevére bonthaté:

¢ a forgasbdl szarmazé tangencialis komponensre;
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¢ a forgasbdl szarmazo6 normalkomponensre;
¢ a haladémozgéasbdl szarmazé tengelyirdny( komponensre.

Ezek az alabbi mdédon kilénithetdk el egymastol:

d=3d +3,+3,
i =Fxp
4 =0x(@xp)=(0 p)d—(@6)p=axV (71)
i = p(t)o 2() :

(0]

A harom, egymasra meréleges Osszetevd iranya azt tikrozi, hogy a csavar-
mozgas forgdbmozgasra, illetve ennek tengelye mentén térténd haladé mozgasra
vélaszthatd szét. Igy a gyorsulasvektor elsé |épésben a csavartengellyel
parhuzamos (4, ) és a csavartengelyre merdleges sikba esé (a, +a, ) 6sszetevok-
re bonthat6 fel. Masodik Iépésben a csavartengelyre meréleges sikba esé vetilet
egy, a csavartengelyt metsz6 (a, ) és egy erre merdleges (a,) dsszetevére bont-
juk fel. Vegyuk észre, hogy az a, és a, komponensek nem azonosak a gyorsulas
normal-, illetve tangencialis 0sszetevéivel, hiszen a gyorsulasvektor tangencidlis
Osszetevbje a palyagorbe érintéje, az erre merdleges komponens - a
normalgyorsulas — viszont a palya gorbuleti kozéppontja felé iranyitott, a két kom-
ponens pedig a palyagodrbe (most a csavarvonal) simulésikjaban fekszik.

A palyagorbe simulosikjaba illeszked6 tangencialis, illetve normalkomponenst
ugy hatarozhatjuk meg a legkénnyebben, hogy kiszamitjuk a palya érintéiranyl és
normaliranyl egységvektorait, ezekre bontjuk fel a (71) képlet altal megadott
Osszetevoket, majd az el6bbi egységvektorok szerint 6sszegezzik. A szamitast az
alabbiak ismertetik.

Feltételezziik, hogy az adott t idépillanatban ismert a mozgast végz6é merev test
helyzete a helytallé Oxyz koordinata-rendszerben, vagyis ismert a g vektor. A 13.
abra jeloléseivel p(t)=(x—x,)i +(y Vs )j +(z—2z, )k , ahol az X, y, z koordinatak
az id6 fuggvényei valtoznak, de a B pont a csavartengely rogzitett pontja.
Ezenkivul ismert az adott pillanatban az axialis sebesség, a pillanatnyi p(t) csavar-
paraméter, a () csavartengely e; egységvektora valamint az @ =@ -€; skalar-
szorzat, ami nem mas, mint a pillanatnyi skalaris szégsebesség. A pillanatnyi
sebességvektor (68) alapjan:
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X—=Xg
y_yB
Z—-1Zg

y
_a)x

0

72
0, (2-2,)+ pt)o, 72

o, (X—Xg)+ p(t)o,
-0, (X=X, )+ o, (Y-, )+ pD)o,

-, (y_yB)+
—o,(z-24)+

A (72) sebességkomponensekkel a palyagorbe érinté-egységvektora a kovet-
kez6 mddon szamithato:

\"

v y

X

g e V.

4

k

i:: 2 2 2 I+ 2 2 2 + 2 2 2 (73)
\/vx+vy+vz \/vx+vy+vz \/vx+vy+vz

A tangencidlis gyorsulds meghatarozasakor, azaz a (71) képlet altal megadott
komponensek 7 iranyl vetilete szamitasakor, figyelembe kell venni, hogy adott
vektor és egységvektor skalaris szorzata nem mas, mint az adott vektor egy-

ségvektor irAnyl koordinataja. Ezt figyelembe véve, a (71) és (73) képletekbdl
megkapjuk a tangencialis gyorsulasvektort:

.

a

T

oo-ple .

0]
Vegyik észre, hogy a (74) kifejezésben szerepl6 (c?)x\7)-f vegyesszorzat
nulla, mivel a sebességvektor a palyagorbe érintéje. Ezzel

Béxﬁ)5+9§k%%%9fg-ék

a tangencialis gyorsulas. Itt a szdgletes zaréjelben allé6 skalar pedig nyilvanvaléan
a palyagyorsulas.

A normalgyorsulas abszolut értékét annak figyelembevételével szamitjuk, hogy
a teljes gyorsulas abszolit értéke felbontasatol fiiggetlen és igy kétféleképpen
irhato fel:

{(gx,s).ﬂ(a;xv).ﬂ (74)

—x

a = (75)

@f+@f=a+al+a]

Ha a (76) 6sszefiiggésbe helyettesitjik a (71) és (75) kifejezéseket, és a két
oldalt felcseréljuk, akkor kapjuk, hogy:

(76)
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A skalarszorzat tulajdonsagait figyelembe véve, a fenti kifejezés a kovetkezd
alakra hozhaté:

(gx,3)-(5xﬁ)+(@xv).(@xv)+(wjz _

2

_ [(Ex 5)+ Mo —pb)e éJ{(e?x 5)+ Mo —pb)e 55}*-5 L@ =
—(xp)-(Ex ,3)+(p(t)a’ - p(t)gjz 4o Mo -pM)e (Exp)&, + (&)

Nyilvanvald, hogy az (é’xﬁ)-é5 vegyesszorzat nulla, mivel a széggyorsulasvektor
€s a csavartengely egységvektora kollinearisak. A kifejezés egyszer(sitése utan
adadik, hogy

a -a =(@xV)(oxV)=4,-4d, (77)

vagyis |§:| = |§V| . Masrészt, a 14. abran megfigyelhetd, hogy a sebességvektor tan-

gencialis és tengelyiranylu 0sszetevdje egy olyan sikot feszit ki, amely a forgasten-
gellyel parhuzamos. A gyorsulas normalkomponense pedig erre a sikra mer6-
leges. Innen egyértelmd, hogy a csavarmozgas soran keletkezé normalgyorsulas
azonos a tangencialis sebesség derivalasabdl keletkezett normalkomponenssel,
vagyis a tengelyiranyd haladas semmiben sem befolyasolja a normalgyorsulas-
Osszetevé iranyat és nagysagat. Kovetkeztetésképpen fennall, hogy:

(78)

a =3,
a=4a’+alt

B. Matrixmodszer

2.3.1.3. A csavarmozgas matrixmodellje

A matrixmodszer alkalmazasa, hasonl6éan a helytalld tengely kérili forgas eseté-
hez, feltételezi a helytalld6 Sy, a merev testhez rogzitett és ezzel egyiitt mozgéd S,
tovabba az S;,, koordinata-rendszerek, valamint a kozottik fennallé transzfor-
macids matrixok ismeretét. Az emlitett koordinata-rendszerek egymashoz viszonyi-
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15. abra..
A csavarmozgas matrixmodellje

tott helyzete a 15. abran lathat6. A matematikai modell a forgémozgaskor felhasz-
nalt modellre épill, amelyet a tengelyirdnyl haladé mozgas egészit ki. Az S;
koordinata-rendszer t=0 id6pontnak megfeleld helyzetében azaz az S,y koordinata-
rendszerben az (50) egyenlet adja meg az egységvektorok komponenseit. Az Sy
kezdeti helyzete és az S, kozétti kapcsolatot pedig a (51) matrixegyenletben
szereplé M, ,, matrix irja le.

A csavarmozgasra jellemzé () tengely koruli elfordulast a y(t) szog hatarozza
meg. Ez egyben az S;q és S; koordinata-rendszerek kozotti forgatématrix
paramétere.

A tengelymenti elmozdulast az s(t) ivkoordinata adja meg.

Ez a fliggvény, biitykds mechanizmusok esetén a y szdgelfordulason keresztill

figg az id6tol.
s(t) = f(y (1)) (79)

A tengelyiranyd sebesség a (79) id6 szerinti derivaltja. Ezt a (62) képlettel
tudjuk szamitani.
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Az M, , transzformaciés matrix kiegészil a z: tengely iranyaban végzett s(t)
mértékl elmozdulassal, igy alakja a kovetkez6 lesz:

cosy —-siny 0 O

siny cosy 0 O
»aTl 0 0 1 st) (80)
0 0 0 1

Ezzel a merev test tetszéleges M pontjanak koordonatai az S, allé rendszerben
a kovetkezobk:

X, cosy -siny 0 0 |[x
y siny cosy O O |y
ro= Zz ~NMow | 0 1 s(t) i =M My, 1y (81)
0 0 0 1

2.3.1.4. A sebesség méatrixos alakja
A (81) relacio id6é szerinti derivalasaval az r, oszlopmétrixszal megadott tetsz6-
leges testpont sebességének komponenseit lehet meghatarozni az S, rendszerben:

—siny —-cosy 0 O

d dy cosy —siny 0 O

Vo=1r = MO,IO EMlo,l r,= MO,IO E 0 0 0 i r, (82
dy
0 0 0 O

A (82) relacioban szerepl6 M, , matrix derivaltja két részre bonthato:

[—siny —cosy 0 0 ]
iM :d_l// cosy —siny 0 C(])f _
dt ' dt| O 0 o 2o
dy
0 0 0 0 |
—siny —cosy 0 0] [0 0 O 0
dy| cosy —siny 0 O 0 0O 0
=—" df dy [=R+T
dt| 0 o o0 olflo 0 0 =X FRY
dy dt
L 0 0 0O0fjooo0 ©
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JOl lathat6, hogy az R matrix a forgashdl szarmazd sebességkomponenst, a T

matrix pedig a tengelymenti haladasbél ered6t adja. Az R matrix azonos a for-
gomozgasra levezetett, (53) relaciéban szerepld matrixxal. A sebesség oszlop-
matrixa, a felbontas alapjan a kdvetkezb lesz:

Vo = MO,lO Rr, + Mo,lo Tr, (83)

Ha a (83) egyenletet balr6l az M, -val, az M ,, inverzével szorozzuk, akkor

a sebesség oszlopa az Sjp-ban adodik. Vegyuk észre, hogy a T métrix és az r,

oszlop szorzata nem mas, mint a T utolsé oszlopa. Az elmondottak alapjan, a
szamitas a kovetkezd:

0
0
Vi = Mlo,o Vo = MlO,O MO,lO R r+ IV|1o,o I\/Io,1o T r= R r+ id_t// (84)
dy dt
0

Vildgosan latszik, hogy a csavarmozgés sebességeloszlasa nem mas, mint a

forgbmozgas sebességeloszlasanak kiegészitése a csavartengely mentén valo
halad6 mozgés sebességével. Ha a (84) egyenletben, az r, oszlopot balrél az

E=M,,, M, , alakban felirt egységmatrixszal szorozzuk, és megfigyeljik, hogy

M, I, =ry,, avektormodszerrel levezetett képletek matrixos alakjara talalunk:

0 0
E 0 0
f_/% -
Vie =R My M10Y1[1 + id_l// =Wy Mo+ id_l// (85)
dy dt dy dt

Vegylk észre, hogy a (85) képletben szereplé ., ferdeszimmetrikus matrix az
(55) matrix-egyenletben szereplével azonos. A haladd sebesség oszlopmatrixa az
Sio helytallé, valamint az S; mozgé rendszer k6zos z1 tengelyének iranyaban val6
haladas sebességét fejezi ki, mivel csak a harmadik eleme nullatél kilonb6zé.
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2.3.1.5. A gyorsulas matrixos alakja
A gyorsulas a (83) sebességegyenlet idd szerinti derivalasaval hatarozhatoé meg:

d? d
_M10,1 r= Mo,lo E(R +T)[1 =

a, =t :Mo,lo a2
—siny —-cosy 0 O

d’y | cosy —siny 0 O

:M0,10F O O O O £1+
0 0 00
—cosy siny 0 O
2] —sin —cosy 0 O
+M010 d_l// l// l// £1+
' dt 0 0 00
0 0 00
0 0O 0
0 0O 9
+M0,10 0 0 0 dzf (d_l//j +£ dzl// [1 (86)
dy?\ dt dy dt?
0 0O 0

A (86) egyenlet explicit médon tartalmazza a gyorsulas a,, a, illetve a; 0sz-
szetevdinek homogén vektorkoordonatait az Sy helytallé koordinata-rendszerben:

—siny —-cosy 0 O
d’y | cosy —siny 0 O
a=M,,,— r
=z 0,10 dtz 0 0 0 0 =1 (86a)
0 0 0 0
—cosy siny 0 0
dy\’ |-siny —cosy 0 0
a =M —_— r
Zv O,IO(dtj 0 0 0 0 =1 (86b)
0 0 0 0

51



2. Fejezet. Anyagi testek kinematikaja

EME

0 0O 0
0 00 0
Qé :MO,lo 0 0 0 dzf [d_l//j2+£dzl// [1 (86C)
dy?dt dy dt’
0 00O 0

A vektormédszerrel levezetett képletekkel valé ekvivalencia a gyorsulas ese-
tében is kimutathaté. Hangsulyozzuk, hogy a harom gyorsulas-6sszetevét az allé
Sy koordinata-rendszerben irtuk fel, a merev testhez rogzitett és vele egyutt moz-
g6 S; rendszerben értelmezett, homogén testpontkoordinatak fiiggvényében.

A fentebb hangoztatott egyenértékliség kimutatasanak érdekében a (86a.),
(86b.), és (86¢.) matrixegyenleteket balrdl az M, ; matrixszal szorozzuk, és ezzel a
szamitott gyorsulas-Osszetevoket az Sip-ben (a merev testhez kapcsolt koordinata-
rendszer indulasi helyzetével megegyezé helytalloé rendszerben) értelmezzik.

Ezek utan a testpontkoordinatakat fejezzik ki Sio-ben, Ugy, hogy az r, oszlopot
balr6l szorozzuk az E=M, ;M ,, egységmatrixszal, akar a sebességgel kapcso-

latos, az el6bbiekben targyalt médszerben. A miveletek elvégzése utan a vektor-
maodszerrel levezetett gyorsulasmez6 matrixos alakjat kapjuk. Emlékezziink, hogy az
M testpontra mutaté p helyvektor (vektormodell, 13. abra) mind iranyéat, mind abszoldt
értékét A sebesség elemzésekor felhasznalt, ide vonatkoz6 szamitasokat
megismeételve, az alabbi méatrixos kifejezéseket kapjuk:

@y )
(87)

o
Q’:
E:z

2 2
dv/j L df dy
dt dy dt’
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2.3.2. A sikmozgas

A sikmozgés olyan sajatos mozgas-
fajta, amely szamos szerkezeti elem
esetén eléfordul. Sikmozgast vé-
geznek a dugattyukarok a belsé-
égésl motorokban, a bolygomiives
szerkezetek bolygokerekei, a diffe-
rencialis bitykés szerkezetek tapin-
téi, a robotok sajatos alkatrészei. Ha
valamely sikbeli szerkezet eleme-
inek mozgasat vizsgaljuk, akkor
mindig megjelenik az egyes elemek
relativ sikmozgasa.

Merev test akkor végez sikmoz-
gast, ha van harom nem kollinearis
pontja, melyek k6zds sikja a moz-
gas soran parhuzamos marad egy
adott, rogzitett helyzetl sikkal. Ez
utdbbit a mozgéas alapsikjanak ne-
vezzik. (16 abra).

A fenti allitas alapjan, egyszerli geometriai meggondolassal, az alabbi észrevé-
teleket tehetjik:

e ha a merev test harom nem kollinearis pontja mindig egy, az alapsikkal par-
huzamos sikban marad a mozgas soran, akkor, a test merevségébdl kovet-
kez6en, az 6sszes tobbi, adott sikbeli pontja is ebben a sikban marad;

¢ ha létezik legalabb egy olyan sikja a merev testnek amely parhuzamos marad
a mozgas alapsikjaval, akkor végtelen szamu ilyen sik létezik, (ezek a merev
test alapsikkal parhuzamos siksorral val6 metszései) ennélfogva a merev
test pontjai az alapsikkal parhuzamos sikokban mozognak;

e a merev test elfordulasanak tengelye mindig meréleges az alapsikra, ellen-
kezd esetben ugyanis lenne olyan testpont, amely elhagyna a sajat mozgasi
sikjat.;

e barmely, az alapsikra meréleges egyenesre illeszkedd testpontok palyaja
egybevago, sebessége és gyorsulasa pedig azonos.

16. 4bra.
A sikmozgéas meghatarozasa

Az utolsé megjegyzés alapjan kimondhat6, hogy a sikmozgéast elégséges az
alapsikkal parhuzamos, egyébként tetszéleges sikban vizsgalni. Nem sérti az alta-
lanossagot, ha a mozgas vizsgalatahoz sziikséges koordinata-rendszer egyik sikja
az alapsikkal parhuzamos, vagy azzal egybeesik. A testnek a mozgas alapsikjaba
es6 metszetét referencia-szelvénynek vagy alapszelvénynek nevezzik.

A sikmozgas vizsgalata el6tt célszerli megjegyezni, hogy a haladé mozgasnak
is lehet olyan sajatos esete, amelyben sikgorbék a testpontok palyai; a helytallé
tengely korll forgé mozgast végz6 test pontjainak palyagorbéi is a forgastengelyre
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17. abra.
A sikmozgéas geometrigja

merdleges, parhuzamos sikokban fekvd korok. Mindkét specialis esetben definial-
hat6 a mozgas szaméara egy alapsik. Ezt figyelembe véve kijelenthet6, hogy a sik-
mozgas a forgd mozgas, és egy specidlis haladé mozgas kombinaciéja amelyre az
jellemzd, hogy a forgastengely helyzete id6fligg6, mikdzben a test haladé mozgast is
végez!

A sikmozgas jellegének tisztazasa végett célszer(i a 17. abra elemzése. Az
ABC héaromszog a mozgas sikjaban fekszik és a t, =0 idépillanatban az AoByCq

helyzetet foglalja el. A t=t, + At id&pillanatban pedig legyen A;B,C; a haromszdg

helyzete. Az AyBoC, haromszéget sikmozgatassal kétféleképpen hozhatjuk az
A;1B;C; helyzetbe. Az elsé mdodszer két Iépéses: elcslsztatjuk az AjBoCy harom-
szoget az A’B,C’ helyzetbe, oly médon, hogy a sikidom oldalai 6hmagukkal parhu-
zamosak maradnak, ezutan pedig a B; csucs koril ¢ széggel a végsé A;B,C; hely-
zetbe forgatjuk azt. A masodik médszer lényege, hogy egyetlen alkalmasan valasz-
tott kiils6 O pont kérili forgatassal hozzuk az AyBo,Cy haromszdget végsé A;B.C,
helyzetébe. Az O pont az AjA,, illetve BB, szakaszok felez6 merélegeseinek
metszéspontja. Valdban, OBy=0B,;, OA,=0A; és A;By,=A;:B;, ahonnan evidens az
OA\B, és az OA;B; haromszbdgek egybevagdésaga. A kdzés O cslcs révén
nyilvanvald, hogy a két haromszdg az O korili elforditassal egymassal fedésbe
hozhat6. Figyelembe véve, hogy az A'B;C’ és a végsd helyzetli A;B;C; harom-
szdgek megfeleld oldalai kbzott ¢ a szog, tovabba, hogy AqBy parhuzamos az A'B;
oldallal, kovetkezik, hogy az OA\B, és OA;B; haromsztgek megfeleld oldalai
kozotti sz6g is ¢. Ezzel igazoltuk, hogy az elsé mddszer ekvivalans a masodik
maodszerrel, az egyetlen pont korli elfordulassal.
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A mozgas folytonos; két, kiilonb6zé testhelyzet kozott végtelen sok, kdzbeesd
helyzet létezik, ahogy a At véges idSintervallum is végtelen sok, infinitezimalis, dt
intervallum dsszegének tekinthets. A dt infinitezimalis id6 alatt a merev test elmoz-

dulasa végtelenil kicsi, igy testpontjai végtelenl kicsi ds palyaiveket irnak le. Ezek
a palyaivek végtelenul kicsi (infinitezimalis) korivekkel helyettesithetdk. Figyelembe
véve az egyetlen forgatas lehetéségét, két kilonb6zé testhelyzet kézoétt, kimond-
hatd, hogy adott pillanatban a sikmozgast végz6 test végtelendl kis elfordulast
végez az alapsikra meréleges, valtozd helyzeti tengely korul. Az utébbit pillanatnyi
forgastengelynek nevezziik.

Kimondhaté, hogy a sikmozgas végteleniil sok, valtozé helyzetii forgastengely
koril végrehaijtott infinitezimalis méretii elemi forgasok sorozata.

Ez azt jelenti, hogy az egyes pontok péalyagdrbéinek infintezimalis szakaszai a
palyagorbék simuldkdreinek ivei és a tekintett pont pillanatnyi forgastengelytél mért
tavolsaga nem mas, mint a palya adott pontbeli gérbiileti sugara.

A tovabbiakban a sikmozgasra jellemz6 sebesség-, illetve gyorsulaseloszlas
tanulmanyozasara kerul sor, vektor- illetve matrixmédszerrel.

A. Vektormoédszer vl
A vektormdédszer geometriai modell- ~©
je a 18. abran lathaté. Feltevésiink sze- =Y
rint a mozgas alapsikja az Sy allo hely- Y
zet(l koordinata-rendszer Xoyo sikjaval - x
parhuzamos, a mozgast végzé merev : fp4 L

test referencia-szelvénye pedig ebben
a sikban fekszik. A test A pontjahoz
koétjik a testhez mereven rogzitett, S;
jeld koordinata-rendszert. Legyen B a A
referencia -szelvény tetsz6leges pontja.
A mozgas soran a B pont koordinatai Q,’ ! A o
az allo Sy rendszerben idpfliggéek, az Xo
Si-ben pedig allandéak. Az S; rendszer
egységvektorai nyilvanvaléan idéfliggé- 18. abra.
ek (a merev test pillanatnyi forgasok A sikmozgas jellemzé helyzetvektorai
sorozatét irja le).

Az abra alapjan az A és B pontok helyvektorai kdzotti a kovetkez6 6sszefiiggés
irhato fel:

o

FB = rA + ﬁBA (88)

A (88) egyenlet mindegyik tagja id6fliggd. Az f, és az r, vektorok mind az ira-
nyukat, mind pedig az abszolitértékiiket tekintve idéfuiggéek. Ezzel szemben a
Psa Vektor csak az iranyat tekintve valtozik, mivel a test merev. Masként fogal-
mazva azért valtoznak a p,, Osszetevéi az allo S, koordinata-rendszerben mert a
vektor a mozgas soran elfordul.
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2.3.2.1. A sebességeloszlas

A tetszdleges B pont sebességvektora a (88) egyenlet idd szerinti derivaltja. Ez a
képletben szereplé vektorok koordinata-iranyok szerinti felbontasanak figyelembe-
vételével szamithato:

FB (t) = XB(t)TO + yB(t)jo
FA (t) =Xa (t)ro +Ya (t)io i (89)
Pea (t) =X Tl (t)+ Yis L(t)

Meg kell figyelni, hogy a B és az A pontok koordinatai idéfiiggék, mig a B pont
A-hoz viszonyitott relativ helyzetét kifejezé p,, vektor esetében az i,,j, egység-
vektorok (mas néven bazisvektorok) fliggenek az id6tél, az X, és Y,, koordinatak

pedig nem.
A (88) egyenlet id8 szerinti derivaltja a (89) képletek figyelembevételével, illetve
a (30) alatti Poisson-féle kepletek értelemszer(i alkalmazasaval hatarozhaté meg

(a Poisson-féle képleteket az | és j1 egységektorok id6 szerint vett derivaltjainak
szamitasakor hasznaljuk fel):

_.0+yB._i>0:XATO+yAIO+XlB(@XT1)+le(a_ijl) (90)

19. abra.
A sikmozgés halado és forgo jellege
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Az eredmény bal oldalan all6 elsé két tag az A pont, a jobb oldalon all6 elsé két
tag pedig a B pont sebessége. Ha kiemeljik az @ vektort és kihasznaljuk, hogy

az egyltthatéja pont a p,, relativ helyvektor, akkor kapjuk hogy:
Vg =Va +@X Py (91)
A (91) képletbdl kitlinik, hogy a sikmozgast végzd merev test adott pontjanak a
sebességét akkor lehet meghatarozni, ha ismert:
e egy adott testpont sebességvektora (jelen esetben ez az A pont, amely
egybeesik a mozgo koordinatarendszer origdjaval);

e a vizsgalt testpontnak (B) az adott testponthoz viszonyitott sebessége (ez
csak a forgasbdl eredhet, a test merevségébdl adédoan).

A sebesség képletének grafikus szemléltetése, valamint a fenti megjegyzések
grafikus igazolasa a 19. abran lathatok. Ez a merev testnek a mozgas alapsikjaba
esé referencia-szelvényét tiinteti fel két, egyméashoz végtelenul kozeli helyzetben.
A kiindulasi helyzetnek megfelel6 to idépillanatban A, illetve B a vizsgalni kivant
pontok helyzete. Miutan dt idé eltelt, a t, + dt id6pillanatnak megfelel6 helyzet A'-
re, illetve B”-re modosul. Mivel az eltelt dt id6 infinitezimalisan kicsi, az A pont se-
bességének AA'=dT lesz az irdnya. A sikszelvény, a dt elemi id6 alatt, Gj hely-
zetébe kerlll, a kovetkezd két egyszerli mozgas szuperpozcibdja révén. Ezek

e a Vv, irdnyl egyenes vonall haladé mozgas;

¢ az A ponton athaladé, az alapsikra meréleges (6) tengely koérdli infinitezimalis

forgas.

A (91) képlettel megadott sebesség a fenti két infinitezimalis mozgasbdl szar-
maz6 sebesség vektordosszege. A B pont sebessége kiilonbdzik az A pont sebes-
ségétdl, mivel kiegészil a forgasbol szarmazé @ x p,, taggal. Az el6zéeket részint
ismételve hangsulyozzuk, hogy a képletben all6 @ szogsebességvektort az A
ponthoz kotottnek gondoljuk, iranya pedig meréleges az alapsikra.

Ha a merev test A pontja helyett egy masik,szintén az alapsikban fekvé E
pontot valasztanank és ezzel irnank fel a B pont sebességét, a (91) képlet forma-
lisan valtozatlan maradna, csupan az ,A” index helyett kellene ,E"-t irni. Az @
szogsebességvektor tartbegyenese az A pontbdl az E pontba keril, mikézben @
iranyitasa és abszolut értéke egyébként valtozatlan kell, hogy maradjon. Ez az alli-
tas a kovetkez6 mddon lathato be.

Tételezzik fel, hogy @ , # @, valamint, 6sszhangban a fentiekkel, a B pont
sebessége kétféleképpen irhato fel:

Vg =V T O, X Ppp =V + 0 X Pge

Innen
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a_ijﬁBA_@EXEBE:vE_vA (92)

A 20. abra, valamint a (91) képlet alkalmazaséaval kapjuk, hogy:
\7E :vA +66A ></_5EA
Dp X Pop = Op X Pgg =Ve =Vp =V, +@p X Pep —Vp =Bp X Pep
d)A X(EBA _ﬁEA)_d)E X EBE =0
/_jBA = /_jEA + /_jBE
N ><(,5EA + Pge _ﬁEA)_a_jE X Pge = OQ(@A _a_je)x/_jse =0
Az utols6 Osszefuggés igazolja az @, =@ . egyenléséget. A vektorszorzat
ugyanis csak akkor lehet nulla ha zérus a zaréjelen levé kilonbség értéke, mivel

20. abra.
Adott pont sebességének kllonbdz8 pontok sebességével valo felirdsa
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Pgz Merbleges az @ vektorokra, tovabbéa a B pont nem esik egybe az E ponttal.

A fenti gondalatmenetbdl vilagosan kitlinik, hogy a sikmozgast, adott id6pil-
lanatban, egyetlen @ szogsebességvektor jellemzi. A merev test sebességallapo-
tat, egy adott idépillanatban a testpontokhoz tartozé sebességek 0sszessége hata-
rozza meg. (Ezt a sebességek megoszlasanak, sebességmezének vagy sebesség-
eloszlasnak is szoktak nevezni). Osszhangban a fentiekkel kijelenthet®, hogy a
sebességallapotot a merev test valamely kiragadott pontjanak sebessége, valamint
a szbgsebesség-vektor egyértelmiien meghatarozza. Kénnyen belathato tehat,
hogy a sebességeloszlast, a merev test kivalasztott pontjanak fiiggvényében, vég-
telenil sok moédon lehet felirni. A végeredmény mégis valtozatlan, mert a pontok
relativ helyzetvektorai a valasztott ponthoz képest valtoznak. Ennélfogva az adott,
dt elemi iddintervallumban tortént sikmozgast végtelenil sokféleképpen lehet
elemi haladé-, és elemi forgdmozgas-6sszetevékre bontani.

2.3.2.2. A sebességpolus
A (92) képletben szereplé V. —V, kulonbség az E pont A-hoz viszonyitott relativ

sebessége. Az A, B, E pontok relativ helyvektorai kdzoétti 6sszefliggést tekintve,
ugyanakkor figyelembe véve, hogy a sikmozgast adott idépillanatban egyetlen @
szbgsebességvektor jellemzi, atirhaté a képlet:

\7E_\7A:@AX[)BA_OOEX[)BE:@X(pBA_pBE):@XﬁEA (93)

A fenti O0sszefliggésbdl vilagosan kitlinik, hogy a merev test két pontjanak
egymashoz viszonyitott relativ sebessége nem adddhat semmi masbdl, csak
forgashdl, hiszen a relativ helyvektor nagysaga allandé. A (93) relacid, kissé atala-
kitott formaban, a fogaskerékelméletben alapvetd jelen6ségii Willis—féle kapcsolé-
dasi tétel bizonyitasanak alapképlete.

Az el6bb vazolt — analitikus Gton elért —, kdvetkeztetések mellett feltehetd a kér-
dés, hogy a sikmozgas elemi id6 alatt megtett szakaszat hogyan lehetne, egyér-
telmlen meghatarozhatd6 maddon, elemi mozgasokkal egyenértékiivé tenni?
Masképpen fogalmazva, létezik-e egy olyan pont, amely a merev test dsszes tobbi
pontjatol azért kilénbdzik, mert sebessége, az adott id6pillanatban, jellegzetes,
sajatos érték? A mozgas véges idében véges, tehat, amennyiben létezik ilyen
szélséérték, ez csak lokalis minimum lehet. Figyelembe véve a 17. abran bemu-
tatott geometriai szerkesztést, aminek az a geometriai értelme, hogy a sikidom két,
kiloénb6zé helyzete ugy fiigg ossze, hogy az elsé helyzet egyetlen forgatassal
atvihetd a masodik helyzetbe (tehat nulla eltolassal !!!), kijelenthetjik, hogy: az
elemi sikmozgas ugy irhato le a legegyszer(ibben, ha a viszonyitasi pontnak — ez a
(91) képletben az A volt — zérus a sebessége. A tovabbiakban a cél a zérus
sebességil pont meghatarozasa egy adott idépillanatban.

A 21. abra a merev test alapszelvényét abrazolja, egy tetszdleges idépilla-

natban. A merev testhez kotétt S; koordinata-rendszernek a test A pontja az ori-
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}{,A V) gbja. Ha ismert a mozgastorvény, akkor
ismertnek tekinthetjik az A orig6 T, (t)
) 1 helyvektorat az S, koordinata-rendszerben,
§r4 illetve az X1 tengely és az Xo tengely altal
@) ko) Ixp ) alkotott ¢(t)szoget.

Legyen az | a merev test azon pontja az
) alapsikban, melynek zérus a sebessége —
7777 — egyelbre csak feltételezzik, hogy van ilyen

0 Xp , . ,
pont. E feltétel elfogadasaval és a (91)
21. abra. képlet formalis alkalmazésaval irhatd, hogy:
A sebességpdlus meghatarozasa

Vi =V +0Xpia (94)
A (94) vektoregyenletet el6szor az S, rogzitett koordinta-rendszerben

tekintjuk. Nyilvanval6é, hogy az egyenletet az ismeret-len p, =T, —T, vektor

kiszamitasara hasznaljuk fel. A megoldas érdekében szo-rozzuk meg a fenti
egyenletet balrol @ -val vektorialisan, majd alkalmazzuk a két-szeres

vektorszorzattal kapcsolatos kifejtési tételt. Kapjuk, hogy:
a_}x[\_]A +a_jx/3IA]:0
&xV, +dx[ox(F, -7, )]=0
&xV, +[6-(F -T,)]o (7 -7, )@ ®)=0
Az egyenlet baloldalan a masodik tag nulla, mivel @ meréleges a helyvek-
torokra. Ennélfogva @xV, =(F, —T, )(@-@), és innen egyértelmiien meghata-
rozhat6 a nullasebességi | pont helyzetvektora:
. . OxXV,
Pia =l = 7 ==+
w w

DXV,
2

(95)

A nulla sebességii pontot sebességpoélusnak nevezik. Koordinatainak szami-
tasara célszer( a (95) képletet matrixokkal felirni:

Xo Xoa L 0 —o 0f|Vya Xoa 0 -1w 0||X,

Yor |=| You |[T—7| @ 0 0 Vioa | = Yoa |t 1w 0 0 yOA

2

ol 1o | ®lo o ollo | o o 0 o0llo

A szamitasok elvégzése utan megkapjuk a sebességpdlus koordinatait a rogzi-
tett Sy rendszerben:
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X1 (t) =Xoa (t) - yc(())ATt()t)
. (96)

Yo (t) = yOA(t) + X;ATS)

2.3.2.3. A po6lusgorbék
A jelen paragrafusban (95) képlet jelentését kivanjuk tisztazni. A sikmozgas
minden iddpillanatara egyetlen sebességpolus hatarozhaté meg. Ennek koordi-
natai id6figgbek, tehat a sebességpodlus is, a merev test mozgasa alatt, valamilyen
— a merev test mozgasa altal meghatarozott — palyat ir le. A helyzetvaltozasnak két
oka lehet:
e a merev test elmozdulasa;
e kiilénb6zd id6pillanatokban a merev test kiilonb6z6é alapsikpontjai (azaz a
mozgd koordinata-rendszer kilonb6zé pontjai) kerlilnek sorra a nulla
sebességl helyzetbe.

Nyilvanvald, hogy a poélus a helytallé Sy koordinata-rendszerben adott palyat ir
le. Ezt a palyat helytalld, vagy réviden allé pélusgoérbének nevezzik. Az allé6 sz6
mint jelzé arra utal, hogy ez a gérbe nem mozog az S, koordinata-rendszerben.
Vegyik észre, hogy a sebességpblus helyzete a merev testhez kotott koordinata-
rendszerben is id6éfliggd, ennélfogva értelme van a poluspont palyaja keresésének
az S; mozgdé koordinata-rendszerben is. A poélus S;-ben leirt palydjat mozgo
pélusgorbének nevezziik.

Az aldbbiakban meghatarozzuk a mozgé (az S; koordinata-rendszerben
medfigyelt) polusgérbe egyenletét. A vektormédszerben ez igen kénnyen megva-
I6sithatd, ha a (95) képletet a 21. abra alapjan geometriai szempontbél értel-
mezziik. Mivel T, =T, +(@xV,)/w®, T, pedig az S, origd helyzetvektora az S,
rogzitett koordinata-rendszerben, az (@xV,)/®® vektorszorzat nem lehet mas,
mint a p,, vektor, azaz az | sebességpolus helyvektora az S; koordinata-rendszer
A orig6jahoz viszonyitva. A mozg6 poélusgorbe egyenletének megadasa (azaz a
Pa Vektor A ponthoz viszonyitott koordinatainak felirdsa) az S; mozgd6 koordinéata-
rendszerben a vektorszorzat kiirasat igényli ugyanebben a koordinata-
rendszerben. Elemi szamolassal kapjuk, hogy:

Vy,a ()

X1|(t): _W

Via(t)

o(t)

A képletben all6 v, ,(t) és v, ,(t) rendre az A pont két sebességkoordinataja

(97)

Yu (t) =

az S; koordinata-rendszerben.
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A (96) képlet az all6 pdlusgdrbe parametrikus egyenleteit, masképp a
sebességpoblus palyagorbéjének parametrikus egyenleteit fejezi ki az allé S,
rendszerben. A (97) képlet ezzel szemben a mozgd pdélusgdrbe parametrikus
egyenleteit fejezi ki a testhez kotott S, koordinata-rendszerben. A szakirodalom-
ban hasznaljak még a polhédiagérbe megnevezést is.

Erdemes meggondolni, hogy bar az | pont pillanatnyi sebessége nulla, a hely-
zete mégis valtozik mind az allé, mind pedig a mozgé koordinata-rendszerben. Ezt
a jelenséget polusvandorlasnak is szokas nevezni. A poélus vandorlasabol kovet-
kezik, hogy barmely dt elemi id6intervallumnak megfelel egy dso elmozdulas az
allo polusgorbén, egy ds: pedig a mozgo polusgorbén. A pélus nulla sebessége, és
ennek ellenére bizonyithatd helyzetvaltozasa latszdélag ellentmondéasos. Az ellent-
mondast az oldja fel, hogy a polus a testhez kotott alapszelvényben elmozdul. igy
vilagossa valik, hogy a pont kicserél6dése-vandorlasa miatt keriil sor az S;-ben a
ds: iv leirdsara. A dso iv a ds: megfelel6je az allérendszerben, mikézben | nem
mozdul, csak korildtte fordul el a szelvény! igy régton belathat6, hogy ds, =ds, .
Mésodsorban, pontosan a V, =0 feltételbdl kovetkezik, hogy az | pont
elmozdulasi sebességéhez nem jarul hozza a merev test helyzetvaltoztatasa, csak
az, hogy a nulla sebesség kovetelményének eleget tevd pont szerepét egy masik
pont fogja betdlteni. Ennek alapjan, az allo, valamint a mozg6 centroida kdlcsdnds
helyzetére vonatkozélag a kovetkezd két allitas valdszinisithetd:

¢ a a két polusgdrbének kdzos érintdje van a pillanatnyi sebességpadlusban.

e a mozgo poélusgoérbe gordil az allé polusgorbén.

A fenti két allitas szigord matematikai bizonyitasat a matrixmodszer targya-
lasakor k&zoljuk.

Megjegyezziik, hogy, kulénbséget kell tenni a poéluspont , mint testpont
sikmozgasbeli pillanatnyi nulla sebessége illetve a pdlus mint geometriai pont
polusgorbén értelmezett vandorlasi sebessége kozott. Az elsd a merev test
mozgasanak jellemz6je. A masodik annak tulajdonithaté, hogy a podlus
megvaltoztja helyét a mozgas soran a testhez kotott alapszelvényben.

2.3.2.4. Gyakorlati miiszaki alkalmazasok

A sebességpoélus meghatarozasa, a gyakorlati alkalmazasok soran, nemcsak a
(95) és (96) képletekkel torténhet. A sebességpolus-koordinatakat adé képletekbdl
kovetkezik, hogy szamitdsdhoz ismerni kell legaldbb egy testpont helyzetét,
sebességét és az @ szogsebességvektor abszolit értékét. Ez feltételezi a
mozgéastorvény ismeretét.

Ha a mozgéastérvény nem ismert, hanem éppen ennek megallapitasa a cél,
akkor a poélus meghatarozasat a sikmozgast végzd szerkezet egyes tagjaival
kapcsolatos kényszerek tehetik lehetévé.

A polus egyértelmlien meghatarozhaté, ha ismert egy pontban a sebes-
ségvektor és egy masik pontban pedig a sebesség iranya. Az eljarast a 22. abran
szemléltetett forgattyls mechanizmus AB hajtéridja esetén szemléltetjiik.
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A mechanizmus elemei az OA for-
gattyd, az AB hajtérad, amely B-ben
csukloval kapcsolodik a vizszintes
kényszerpalyahoz koététt (P) cslsz-
kahoz (az utdbbi a dugattyu bels6é-
gésl motorok esetén). Az OA for-
gattyl @, szogsebességl forgo-
mozgast végez.

A cslszka mozgasa egyenes-
vonalli. Az AB hajtérad olyan sik-
mozgast végzd elem, melynek A

pontjaban ismert a VAzélxﬁ

22. abra.
Tolattyds mechanizmus vazlata

pillanatnyi sebesség, valamint a B
pontbeli sebesség iranya. Mivel a
sikmozgas a pillanatnyi sebességpélus kortili elemi forgdbmozgasok 6sszessége, a
sebességpoblus egyértelmlien meghatarozhatd, ha merélegeseket huzunk az A és
B pontokban a V,, illetve a V, sebességek irdnyaira. A két meréleges metszés-

pontja az | pélus. Nyilvanvalo, hogy ki tudjuk szamitani az | pont koordinatait az
Oxoyo rogzitett koordinata-rendszerben az OA hajtdékar helyét meghatarozd ¢
szégkoordinata fiiggvényében, illetve az id6 fiiggvényében is, ha ismert a ¢ = ¢ft)
mozgéastorvény. Az Al tavolsag birtokaban — ez elemi geometriai megfontolasokkal
szamithaté — az AB hajtérud jellemzd @ pillanatnyi szogsebességvektoranak ab-
szolit értéke @ =|V,|/ Al . Az abrardl leolvashato, hogy pozitiv az o elSjele, ha @,

pozitiv. Az w ismeretében az AB hajtérad barmely C pontjara szamithaté a pil-
lanatnyi sebesség:

chéxﬁzmﬁxﬁ (98)
Al

A (98) képlet a sebességeloszlast hatarozza meg.

A forgbmozgas sajatossagai a vizsgalat id6pillanataban érvényesek a sik-
mozgast végzdé merev testre is. Az | polustdl egyenld tavolsagra Iévé (azonos
sugari | kozéppontu korén fekvd) testpontoknak azonos abszolutérték(i a
pillanatnyi sebessége. A sebeség-vektor iranya a (98) képlet értelmében valtozo,
de a sebesség mindig érint6je a kérnek.
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2.3.2.5. Grafikus médszerek

A sebesség abszolutértéke egyenesen aranyos a testpontok pillanatnyi
sebessépodlushoz viszonyitott tavolsagaval. Ezt a tulajdonsagot lehet felhasznalni a
sebességeloszlas grafikus meghatarozdsahoz. Az eljarast a 23. abra szemlélteti.
Rajzoljuk meg az A pont V, sebességvektorat valamilyen léptékben az A ponthoz

kototten. Jeldlje C a sebességvektor végpontjat. Koéssilk 6ssze ezt a pontot az |
pélussal. Legyen tovabba B’ az IB sugaru koér (B tetszbleges testpont) IA
egyenessel valé metszéspontja. Allitsunk merélegest az IA egyenesre a B’ pontban
és legyen P az utdbbi és az IC egyenes metszéspontja. Nyilvanvalé, hogy a B'P
vektor a B’ pont sebessége. Mérjik fel ennek hosszat a B pontbdl az OB sugaru
kor B pontbeli érintéje mentén. Tegyuk ezt oly mdédon hogy a BP’ egyenesszakasz
az oramutaté jarasaval egyezden legyen elforgathatdé 90°-kal a B pont koril a Bl
egyeneshe ha a szdogsebesség pozitiv. illetve az éramutato jarasaval ellentétesen
ha a sz6gsebesség negativ. Ekkor a BP’ vektor a B pont sebességvektora.

A sebességeloszlas-fliggvény grafikus abrazolasa a sebességabra. A sebes-
ségabra kiindulépontja egy, adott id8pillanathoz tartozd | polus tetszblegesen
felvett I' megfelelje. Az I’ pontbdl indulnak az A, B, C, ..., M tetszblegesen

valasztott testpontok sebességvektoraival ekvipolens WE@W vektorok

(24. &bra). A sebességéabra gyakorlati alkalmazasoknél lathat6 hatékonysaga a
Burmeister- féle tételre épdl.

A Burmeister- féle tétel kimondja, hogy a sikmozgast végzd merev test harom,
tetsz6leges A,B,C pontjaban a sebesség-vektorok A'B’C’ végpontjai a sebesség-
abran egy olyan haromszoget alkotnak, amely az ABC haromszdghéz hasonlé, és
ehhez képest a szogsebesség forgatasi iranyaban 90°-kal el van forgatva.

T A tétel bizonyitasa a 24. &brén
észlelhetd geometriai Osszefliggéseken
alapszik. Az 1A, B, IC, pillanatnyi
sebességpoblushdl szarmaztatott helyvekto-

rok merdlegesek a v ,,Vg Ve sebességek-
re ésigy:

Innen
AIBZL=A'lI'B'Z
BICL=B'I'C'L
CIAZ=C'I'A'/
23. 4bra. . . . .
A sebességeloszlas grafikus Figyelembe véve, hogy sikmozgas ese-
meghatarozéasa tén a szogsebességvektor merbleges a

helyvektorokra és hogy a sebesség-
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vektorok abszolut értékei egyenesen aranyosak a helyvektorok abszolut értékeivel
felirhato, hogy

IA_IB_IC 1

A" I'B I'C o
Ennek alapjan kijelentheté, hogy IABA = I'A'B'A, IBCA=I'B'C'A. A hasonlé

haromszégek elhelyezkedése kovetkeztében azonnal adédik, hogy az IABC
négyszog oldalai rendre merélegesek az I’A'B’C’ oldalaira. Innen pedig kdvetkezik
az ABC és A'B'C’ haromszogek hasonlésaga, ami a tétel bizonyitasa is egyben.

A Burmeister- féle tételnek gyakorlati alkalmazasa az egyes testpontok
sebességének szerkesztéssel torténé meghatarozasa. Amennyiben ismert a
sebességabra két pontra, a két pont altal meghatarozott egyenes barmely pontjara
megszerkesztheté a sebesség. Legyen a 24. dbran a BC szakasz C ponton tuli
meghosszabbitasan az M pont. Az M pontban a sebességet Ggy hatarozzuk meg,
hogy a sebességabran a B'C’ egyenes C’-en tili meghosszabbitasan ugy vesszik

24. abra.
A sebességeloszlas és Burmeister tétele

65



2. Fejezet. Anyagi testek kinematikaja

EME

. . BM B'M'
fel az M’ pontot, Ugy, hogy teljesuljon a EZB'—C': k egyenléség. A keresett
sebesség az I'M’ szakasz hossza.

2.3.2.6. A gyorsuléaseloszlas
A gyorsulas meghatarozasa a sebességképlet id6 szerinti derivalasaval torténik.

Kiindulépont a merev test tetszéleges B pontjanak V, =V, +@dxp,, (91)
Osszefliggéssel kifejezett sebessége. A derivalas nyoman:

Vg :\7A+E)XPBA+G)XPBA
a, :5A+§XﬁBA+0_jX(@XpBA)
8 :aA+§XPBA+(‘5'/3BA)66—/33A((5'03)

Figyelembe véve, hogy az @ - p,, skalarszorzat nulla, a B pont gyorsulasanak
képlete a kdvetkezd6képpen alakul:

dg :éA+§xﬁBA_a)2 Psa (99a)

A fentiek szerint a merev test gyorsulasallapotat — ez a merev test pontjaihoz
tartozé gyorsulasok 0sszessége vagy masképp a gyorsuldsok megoszlasa — egy
adott id6pillanatban, 6sszhangban a fentiekkel, valamely kiragadott pontjanak
gyorsuldsa, a szogsebessége, valamint a szégggyorsulasa egyértelmiien
meghatarozza.

Jél lathato, hogy a B pont gyorsulasa az A pont gyorsulasabdl és a B pont A-
hoz viszonyitott mozgasanak gyorsulasabdl tevédik 6ssze. A (98) képlet jobb-
oldalan all6 kifejezés két utolsé tagja azonos a helytallé6 tengely koruli forgasra
érvényes gyorsulasképlettel. Ennek oka az, hogy a sikmozgas egy halado és egy
forgb mozgas szuperpondlasa. A B pont mozgasa tehat az A pont pillanatnyi
halad6 mozgasanak, és az A korili pillanatnyi forgasnak az 0Osszege.
Kdvetkezésképp a (99a) képlet, a fenti meggondolasok alapjan, az

éiB = éA + éBA (99Db)
alakban is felirhaté, ahol
aBA :‘;':X/_jBA"'C’)2 (_ﬁBA) (100)

a relativ gyorsulas. Jol lathatd, hogy a kifejezés elsé tagja az érintdiranyu 6ssze-
tevé, mig a masodik a norméliranyl Osszetevd. Az utébbi iranya a pg, hely-

zetvektoréval megegyezd, iranyitasa pedig ezzel ellentétes, vagyis az A relativ
forgaskdzpont felé mutat.
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2.3.2.7. A gyorsuléspolus

Akarcsak a pillanatnatnyi sebesséallapot vizsgalatakor, most is feltevodik a kérdés,
hogy létezik e olyan pont, amelynek a gyorsulasa a mozgas egy adott idépillana-
tdban zérus. A 99.a képletbdl kidertl, hogy amennyiben valamely B pont A ponthoz
viszonyitott relativ gyorsulasa ellentétes az A pont pillanatnyi gyorsulasaval, akkor
a B pont gyorsulasa zérus. lesz, vagyis a sikmozgashoz tartozé haladé és forgo-
mozgasok gyorsulasai kioltjak egymast.

Jeldlje a tovabbiakban J a gyorsulaspélust, azaz azt a pontot, amelynek zérus a
gyorsulasa. Mivel a mozgas egy adott id6épillanataban, (a vizsgalat idépillanataban)
ismertnek tekintjiuk az A pont gyorsulasat, a szogsebességet és a szoggyorsulast,
a J pont gyorsulasvektoranak eltiinése két olyan skalaregyenlettel egyenértékd,
amelyekben a p,, vektor koordinatai linearisan szerepelnek. Masként fogalmazva,

annak eldontésére, hogy létezik-e olyan J pont ahol zérus a gyorsulas, azt kell
megvizsgalni, hogy a kérdéses egyenleteknek van-e megoldasuk a p,, vektorra.

A szamitasok célja most mar a zérus gyorsulasu J pont A-hoz viszonyitott azaz
S; koordinatarendszerbeli p,, helyvektoranak, illetve az allé6 S, koordinata-
rendszerbeli T, abszollt helyvektordnak meghatarozasa. Ezért a (98) egyenletben

a tetszéleges pont B indexét J-re irjuk at, majd az igy kapott képlet baloldalat
zérussal tesszlk egyenlévé. Erdemes ezt az eredményt még balrdl vektorialisan

£ vektorral megszorozni:

Az ¢ x p,, vektorszorzatot az alapegyenletbdl kell kifejezni:
EX Py =—84 +o° Pa

A kettés vektorszorzat felbontasakor hasznaljuk ki, hogy az ¢ és p,, vektorok
merdlegesek, tehat skalarszorzatuk zérus. Elemi atalakitasokkal kapjuk, hogy

0=¢xa, +(§'IBJA)§_82 Pia _a)z(_—dA)_wzwz Pia

Innen, azonnal adodik a J pont, azaz a gyorsulaspolus helyvektora az A origéju,
mozgo S; koordinata-rendszerben:

. Exd, +0%d,

B = (101)

g+’
A vektorszorzat kifejtésével megkapjuk a J p6lus mozgdé koordinata-rendszer-
beli (x”,y!") helyét:
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—eaA) L 2 oA
ga, +o’a]

%"= &+’
(A) 2 o(A) (102)
o _ —Eaxl + o ayl
! e +ot

A (102) alatti parametrikus egyenletekben a t id6 a paraméter. Geometriai értel-
mezésiik szerint a fenti egyenletek azon sikgdrbe egyenletei, amely a pillanatnyi
gyorsulaspélusok mértani helyét adja meg az S; mozg6 rendszerben. Ezt a gorbét
a gyorsulasok mozgé pélusgorbéjének nevezziik.

A gyorsulasok allé polusgoérbéje a gyorsulaspolusok mértani helye a régzitett
helyzetli Sy koordinata-rendszerben. A gyorsulasok all6 pdlusgorbéjének egyen-

leteit kdnnyen meg lehet kapni a (100) vektoregyenletbél, ha a p,, helyvektort a J
és A pontok allé rendszerbeli helyvektorainak kilénbségeként irjuk fel:

P =0Ty

Ezt felhaszndlva az S, koordinatarendszerben tekintett (101) egyenletbdl azonnal
adddik a gyorsulasok allé polusgorbéjének paraméteres egyenlete:

_ (A) 2 o(A)
) _ o(A) ano +w axo
Yo =%t e+’
(A) 2 A(A) (103)
—ga, '+ a
) _ ,0) Xg Yo
o = Yo t

&+’

A gyorsulasok all6 és mozgd pdlusgorbéi mindig a pillanatnyi J pdlusban
metszik egymast, de nem goérdilnek le csiszasmentesen egymason, mint a sebes-
ség polusgorbéi!

2.3.2.8. A gyorsulés tulajdonsagai

Ha a gyorsulaspdlust ismert gyorsulasu pontként hasznaljuk a gyorsulasok sza-
mitasa soran, akkor egyszerlisodik a tetszéleges masik, mondjuk a B pont, gyorsu-
laséat ado képlet. Az altalanos gyorsulas-0sszefiiggést alkalmazzuk a J pontra (99a.

képlet), majd @, =0 figyelembevételével a kévetkez6 egyenletet kapjuk:
8y =& X Py, -0’ P (104)

A gyorsulasvektor abszollt értékének szamitasakor ki kell haszndlni azt a koriil-
ményt, hogy &, pg,,valamint & x p,, paronként merélegesek egymasra. A 25. ab-

ra alapjan

aB :\/(EXﬁBJ)Z +(_a)2/_jBJ )2 :m:pm V82+a)4 (105)
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25. abra.

A gyorsulaspolus és a gyorsulasvektor 6sszetevéi

A (105) képletbél latszik, hogy sikmozgéas esetében a gyorsulas abszollt értéke
egyenesen aranyos a po6lustél mért tavolsaggal.

Ha a (104) képlettel megadott gyorsulasvektort skalarisan megszorozzuk a pg;
helyvektorral, akkor az aggyorsulasvektor, és az emlitett helyvektor szogét a
kovetkezdképpen hatarozhatjuk meg:

COSﬂZ aB'ﬁBJ :(Exﬁsj_a)zﬁm)'ﬁsj _ —Cl)2 _ —1
|éB| '|/35J| PeVE" +0" py, Ve*+a® \/(8)2 +1 (106)
>’

A (106) képletbdl kovetkezik, hogy B e(z/2, ). Jeldlie p, a p kiegészitd
szogét. Elemi trigonometriai alapdsszefliggésekbdl kovetkezik, hogy

tgB, = — (107)
[0}
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2.3.2.9. A gyorsulas geometriai értelmezése

/ A (106) és (107) képletekbdl
—  latszik, hogy a gyorsulasvek-
/Fg(a—a) tor és a gyorsulaspélushoz
viszonyitott relativ helyvektor
kozotti sz6g, adott t iddpilla-

natban allandé.
Megszerkeszthet6 a gyor-
sulaspdlus abban az esetben,
jB amennyiben ismert egy adott
pontban a gyorsulasvektor, a
szoggyorsulas, és a szogse-
besség abszolit értéke vagy
pedig két kilénb6z6é pontban
a gyorsulasvektorok iranya, a
szoggyorsulas, és a szdgse-

26. abra. besség abszolit értéke. A
Adott pont gyorsulasvektoranak grafikus szerkesztése

27. abra.
A gyorsulasabra szerkesztése és a Burmeister- féle tétel
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szerkesztést a 26. abran szemléltetjik.
Az els6 esetben szerkesszik meg az A pontban valamilyen 1éptékben a gyor-

sulast, majd mérjuk fel ugyanezen pontban ap,, iranyat kijelolé g szoget az

oramutaté jarasaval egyezéen, ha pozitiv a szoggyorsulas (az abra ezt az esetet
szemlélteti), illetve éramutatod jarasaval ellentétesen, ha negativ a széggyorsulas.
Megjegyezzik, hogy érdemes a szdg felmérésenek szabalyat illetéen visszaidézni

a 25. abrat. A (105) képlet megadja a p,, helyvektor hosszat. Mérjik fel ezt a
tavolsagot az A ponttdl a ﬁJAirényét kijel6lé 8; egyenesen, oly médon, hogy az

egyenesszakasz gyorsulassal bezart kissebik szoge 7 —f legyen. A felmért

egyenesszakasz masik végpontja a J pillanatnyi gyorsulaspdlus.

A masodik esetben rajzoljuk meg a gyorsulasok irdnyait adé egyeneseket az A
és B pontokban, majd mérjiik fel mindkét pontban a fentiekkel ésszhangban a
szoget. Az igy kapott egyenesek metszése nyilvanvaléan a J pont lesz.

A masodik esetben rajzoljuk meg a gyorsulasok irdnyait adé egyeneseket az A
és B pontokban, majd mérjuk fel mindkét pontban a fentiekkel 6sszhangban a g
szoget. Az igy kapott egyenesek metszése nyilvanvaléan a J pont lesz.

A (105) dsszefiiggés szerint a gyorsulas abszol(t értéke aranyos a gyorsulas-
poélustél mért tavolsaggal. A gyorsulas iranya pedig Ugy kaphaté meg, hogy a J
pontbdl a kérdéses pontba mutatd helyvektort eltoljuk a kérdéses pontba, majd
pedig elforgatjuk ott B szdggel a széggyorsulas megszabta modon (6ramutatd

jarasaval ellentétesen ha az pozitiv, egyezéen, ha az negativ). A 26. abra a fentiek
kihasznalasaval tinteti fel az M pont gyorsulasanak szerkesztését. Erdemes
leolvasni az abrar6l a B ponthoz tartozd gyorsulas szerkesztését is. Itt az okoz
latszélag nehézséget, hogy a B nincs rajta a JA egyenesszakaszon. Ez a
nehézség feloldhaté ha atforgatiuk a B pontot a JA egyenesre, mivel az
atforgatassal kapott pont gyorsuldsa a B pont gyorsuldsanak abszollt értéke.

A (106) Osszefliggés geometriai értelmezése Ugy fogalmazhaté meg, hogy a
pélusbdl barmely pont gyorsulasa ugyanazon szdg alatt latszik. Val6ban, a 26. ab-
ran — a JA szakaszon felvett M testpont a,, gyorsulasvektora a JM egyenessel, a
(106) relacié értelmében, szintén g szoget alkot. Kénnyen belathat6, hogy a
vektorok végpontjainak mértani helye egy egyenes, és az ebbdl szarmazd
aranyossag a Thalész-tételt érvényesiti, ami bizonyitja a feltevést.

Akar a sebességek esetében, a gyorsulaseloszlasra is megszerkesztheté a
gyorsulasdbra, mely a sikmozgast végz6 merev test alapszelvényének
gyorsulaséllapotat jeleniti meg. A gyorsulasabra a testpontok gyorsulasait a k6zos

J” ered6pontba felvéve szemlélteti a J”axay koordinata-rendszerben, melynek

a,es a, tengelyei az Xo illetve Yo tengellyel parhuzamosak. A szerkesztést a 27.

abra vazolja. Az abra baloldali részén lathatd a sikmozgast végzé merev test
harom, nem kollinearis, A, B, és C pontja. Feltételezzik, hogy ismert az
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d, gyorsulasvektor, az @ szogsebesség-, illetve az & szoggyorsulas-vektor, és

igy ismertnek vehetd a gyorsulaspélus pillanatnyi J helyzete is.

Az &bra feltiinteti a B pont és a C pont gyorsulasanak szerkesztését: el6szoér a
gyorsulasok abszolut értékeinek megfeleld szakaszokat szerkesztjik meg ugyan-
agy, mint a 26. abra esetén. A B pontra forditva a figyelmet, a gyorsulas abszolut-
értékének ismeretében és a f szog felhasznalasaval irdnyhelyesen is adodik a B
pont gyorsulasa — a B ponthoz kotétten. Ezt parhuzamos eltolassal helyezziik at a

J "axay rendszerbe. Az athelyezés az A és C pontok esetén is ugyanigy torténik.

Figyeljik meg a 27. abran a paralelogrammakat!

A gyorsulasabrara is érvényes a Burmeister- féle tétel: a gyorsulasabra A"B"C”
haromszdge hasonlé a merev test A, B, C pontjai altal meghatarozott harom-
szbghoz, és ahhoz képest g szdggel van elfordulva, a szdggyorsuldsvektor ir4-
nyitdsanak megfeleléen: az éramutatd jarasaval ellentétesen ha a széggyorsulas
pozitiv és azzal egyez6 iranyban, ha a szbggyorsulas negativ.

A tétel igazolasa a( 99a.) és (100) Osszefiiggésekre alapoz. Elsé Iépésként
kifejezzik a (99a.)-bol két tetszbleges testpont gyorsulasanak kilénbségét, jelen
esetben a B és A pontok gyorsulasanak kilénbségét:

QD)

g —dp = EX Pgp -’ Pen
Vegyik észre, hogy az egyenlet bal oldalan allé vektorkilonbség abszolut értéke a

gyorsuldsdbra A"B” szakaszaval egyenld, masrészt pedig a p,, abszolit érté-

kével, azaz az A és B pontok helyvektorai killonbségének abszolut értékével egye-
nesen aranyos. Ez utébbi nem mas, mint a gyorsulasabra AB szakasza. Nyilvan-
val6, hogy a gyorsulasok kiilonbsége és a helyvektorok kilonbsége altal bezart
szog pedig a (106) képletre vezetd gondolatmenettel adodik:

D 2 = = 2 2

£ X - . - -

(€% Pon —° Pon) Pon _ Por Pon _cos

2o 5 2 = [ 2 4 T2 4
|8XPBA_0) pBA|pBA PeaNE€ +O Pgp & +o

Mivel a fentiek barmely két pontra érvényesek, kdnnyen belathaté ezek alkalmaz-
hatésaga a kérdéses haromszégek AC és A'C”, illetve BC és B"C” oldalaira is, ami-
nek kovetkeztében az ABC és A"B"C” haromszdgek hasonlésaga egyértelmiivé valik.

B. Matrixmodszer

2.3.2.10. A sebességeloszlas matrixos targyalasa.

A matrixos targyalas a koordinata-transzformacién és a matrixegyenletek deriva-
lasan alapszik. Ismertnek tételezzik fel a sikmozgast végzé szerkezeti elem moz-
gastorvényét, mivel ha ez ismert, akkor barmely iddpillanatra felirhaté a helytallé S,
€s a merev testhez kotott és ezzel egyltt mozgod S; koordinata-rendszerek kozott a
transzformécio. A mozgéastorvényt akkor ismerjik, ha ismeretes a merev test adott
pontjanak a pélyaja, és az alapsikban fekvd tetszbleges két pontjat 6sszekotd
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egyenes Xo tengellyel bezart szége. Nem sérti az altalanossagot, amennyiben az
ismert palyaju A testpont lesz az S, origéja, az ismert irdny pedig az Axi tengely. A
fentebb megfogalmazott feltételek matematikai alakja a kévetkez6:

X=X Y =y 24=0
Z(I 0 I ): (p(t)

A koordinata-rendszereket a 28. abra szemlélteti. A mozgas alapsikja az Xoyo
sik. Ebben ismertnek tekintjik az alabbi vektorokat:

e a mozgo A origd helyvektorat az Sy koordinatarendszerben;

e a merev test alapsikban fekvé — egyébként tetszéleges — B pontjanak

helyvektorat az Sy koordinata-rendszerben.

A felsorolt vektorok koordi-
natai mind az Sy allé-, mind az y
S; mozgdé koordinata-rend- 0
szerben felirhatok. A geomet-
riai viszonyokat szemléltetd
28. abrarol leolvashatd, hogy
fennall az

(108)

=T, +p° (109)

egyenlet. Az A és a B pont
koordinatai id6fliggéek az So- _,
ban. A B pont S;-beli koordi- Jo
natai idéfliggetlenek. A (108)
mozgastorvény alapjan, a B
pont Sy és S; rendszerbeli ho-
mogén koordinatai kozétt a
kévetkez6 6szefuiggés all fenn:

28. abra.
A matrixmédszer alapjai

r¥ =M, r® (110a)

Az M,, transzformacios matrix egy forgatas és egy eltolas (transzlacid) szuper-
pozicidja:

M01 = L01 +T01 =

cosp —sing 0 x| [cose -sing 0 0] [0 0 0 xW

sinp cosep 0 y®| |sing cosp 0 0| [0 0 O yW

o o 1z%7] 0 o 10000 z®

0 0 0 1 0 0 00 0 00 1
(110b.)
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Emlékezziink, hogy a bazisvektorok kélcsonds merélegessége miatt az I:01 for-

gatomatrix ortogonalis, és determinansa egyseégnyi, igy L, L, =L, L; =E, ahol

E a modositott negyedrendl egységmatrix, melynek jobb alsé sarokeleme zérus.
A (110b.) felbontéssal a (110a) 0sszefliggés a kdvetkezéképpen irhato:

E(OB) = L01 L(lB) + T01 E(lB) (111)

A B pont sebességét a a helytallé6 az S, rendszerben a (111) képlet id6 szerinti
derivalasaval hatarozzak meg:

) d d
[(OB) = (a Lmj[(lB) + (ETOJ[T) (112)
A tovabbi szamitasokhoz sziikség lesz a kdvetkezo részeredményekre:
—sinp -cosp 0 O
d( )_d¢ cosp -—sing 0 0| do
dt* * dt| 0 o o0 o dt
0 0 00
000 x™ 0 - 00
000 yW o 0 0 0| _
iTm_ ’ ! d o1 LlO_ =W,
dt 000 O dt 0 0 00O
000 O 0 0 0O

Mivel a (112) képlet utolsé tagja az A pont S, rendszerbeli sebessége —ez a Ta
derivéltjanak helyettesitése utan azonnal kévetkezik — a (112) egyenlet az alabbi
alakra irhato at:

(B)

. d .
v =i = (E L01j£58> +ig (113)

A (113) képlet alkalmas a gyakorlati szamitasok elvégzésére, mivel a feladat
bemend adataira tdamaszkodik; ezek a mozgast végzd test geometrigja, illetve a
mozgastorvény transzformaciéos matrixszal megadott alakja. Annak belatasahoz,
hogy a (113) egyenlet val6jaban megegyezik a sebességek kozoétti 6sszefliggést

jelentd (91) egyenlettel, azonos atalakitasokra van sziikség. Az [(18) oszlopot, bal-

rol, az L,, L,, =E alakban felirt egységmaétrixszal szorozzak:

74



EME

A sikmozgas
~(B) _ d =(B) | p(A) _ ~ (A) (B) - (A)
o _al—m I—10 Lo1£1 +1 _wo(fo —I )+[o (114)
———

[ gU

Valéban, az L r'® transzforméacio a Psn helyvektor Sp-ban felirt koordina-

tainak QEBA) oszlopa. Tehat egyértelm{i, hogy ez nem mas, mint a B pont és az A

pont Sg- beli koordinatainak (a két pont Sy-beli helyvekorainak) kilénbsége. A fenti
(114) képlet jobboldalabol, figyelembe véve az w, ferdeszimmetrius voltat, illetve

fizikai jelentését, azonnal latszik, hogy az azonos a vektoridlis targyalasmad (91)
egyenletével.

2.3.2.11. A pOlusgoérbék matrixos alakja

A polusgérbék a sebességpolusok mértani helyei, az allé S, illetve a mozgéd S,
koordinata-rendszerekben. A (113) képlet alkalmas az &ll6 pélusgérbe megha-
tarozasara. Essen egybe a B pont a pillantnyi | p6lussal. Ekkor a baloldalon zérus-

matrix all. Szorozzuk meg az igy adédé egyenletet balrél az w, szogsebesség-
matrixszal. Kapjuk, hogy:

@, 1) = @, @, (r!" =1 )+@, 1P =0 (115)

Ebben a képletben

0 - 0 010 - 0 O 1000

o 0o 0olle 0 00 o100 2

@@=l 5 g o0llo o 0o0|"%loooo~?P
0o 0 00/l0 0 00O 0000

Megjegyezzik, hogy a D matrixot az utébbi képlet értelmezi. Mivel a sikmoz-
gasban a sebességnek csak két, X, illetve y irdnyu 6sszetevdje van, az eredmény

semmiben sem valtozik, ha a D matrixot az E médositott egységmatrixszal helyet-
tesitik. Fentiek figyelembevételével a (115) az

1 - .
r=rM+ = o, 1Y (116)
[0}

alakra hozhat6. Ez az egyenlet az all6 pdlusgdrbe egyenlete méatrixokkal felirva.

A mozgo6 polusgdrbe egyenletét gy hatarozzuk meg, hogy kiszamitjuk a sebes-
ségpolus helyét a mozgd S; koordinata-rendszerben, koordinata-transzformaciot
alkalmazva Sy-bdl S;-be. Ehhez sziikségiink lesz az Mor matrix Mo inverzének
felbontaséra, az alabb kozolt szamitasokkal:
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cosp sing 0 —x"cosp-yWsing
L |-sing cosp 0 -yPsing+x" cose
M,, =M, = (A) =
0 0 1 7
0 0 0 1
cosp sing 0 0] [0 0 0 —xMcose-yPsing
_|-sing cosp 0 0 L0000 - Hsing+xYcose |
|0 0 10[|000 -z
0 0 0 0 0 0O 1

= I—To1 + TlO = I—10 + T10
Ennek figyelembevételével a (116) képletbdl kapjuk, hogy

N _ N _ w, 1~ ol w, 1 ~ o, 1 ~ (A
[(1 —Mm[g —Mlo {[0 )+ zwo[f) }—Mm[o )+—2L10(U0[0 )+_2T10w0[§)
@ @ e
:
=0
(117a.)

A fenti egyenlet jobboldalan allé elsé tag azért nulla-oszlop, mert visszatransz-
formalja az A pont koordinatait So-bol az S;-be (origd). Az utolso tag pedig azért
tlnik el, mert zérus a T,, métrix elsé harom oszlopa.

A ferdeszimmetrikus @, szogsebességmatrix valtozatlan mindkét koordinata-
rendszerben, azaz fennall az @, =L,, @, L,, = @, 6sszefiiggés, mely ezt a tulaj-
donsagot fejezi ki. A fliggelékben részletesen bizonyitjuk, hogy

w, =L, L
Az S; koordinata-rendszerre valo ratérés céljabdl a (117a.)-ra azonos atalaki-
tasokat alkalmazunk:
m_ 1~ w_ 1, = a1~ ) _ 1~
__2L10 (,00[0 __2L10 W, I—01 I—10 Iy __leo W, L01 I—10 [ ——(,01[1

® ®°

E wg

(117b.)

A (117b) kifejezés azt mutatja, hogy a mozg6 polusgdrbe egyarant szamithaté
az Sy, vagy pedig az S; koordinatarendszerbeli sebességek ismeretében.

2.3.2.12. A pOlusgorbék kdlcsdnds burkolasa

A polusgérbék a mozgas soran a sebességpoélusban érintkeznek. ElSbb kije-
lentettiik, hogy a mozgé pdélusgdrbe az allé polusgorbén legordiil. Ha a megfigyeldé
a mozg6 S; koordinata-rendszerhez kotétt, akkor szamara az allé pélusgorbe
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mozgd polusgorbéhez viszonyitott mozgasa lesz észlelhetd. A pdlusgorbe-elmélet
alkalmazasaiban — példaul a fogaskerékkapcsolas elméletében — a hajtépar tagjai-
nak egyméshoz viszonyitott mozgasa sikmozgas, tehat a polusgérbéket a hajtas
tagjaihoz kotoétt koordinata-rendszerekben értelmezziik. Ennek kdvetkeztében nyil-
vanvaléva valik a polusgorbék kolcsonos legordiilésének fogalma, aminek szigoru
matematikai bizonyitasahoz azt kell megmutatni, hogy a poélusvandorlas sebes-
sége a két pblusgdrbén azonos.

Az allé pélusgorbe (116) egyenletének id6 szerinti derivaltja a pélusvandorlasi
sebességet fejezi ki az allé poélusgorbén:

, ) d{ 1 - . ; 2¢ 1. 1 - .
£§>=£$)+——-Z;—a%£$) =£$>—Z;%uorA”+ero “>+Z;«»0[$’ (118a.)

A (117b) id6 szerinti derivaltja a pélus vandorlasi sebességét eredményezi a
mozg6 centroidan:

) d(1 ~ 2¢ 1d ~
Lgl) = dt (a)z Ly, w, [f)A)j == a)a — Ly A) + e (LlO)wO LEJA) +
(118b.)

A mozgé polusgdrbe sebességvektorat at kell irni az Sy rendszerbe ahhoz,
hogy 6sszehasonlithaté legyen az allé polusgérbe pdlusvandorlasi sebességével

(118a.). Ennek érdekében a (118b.) egyenletet, balrél, az Lox matrixszal meg kell
szorozni:

L g$>=-553L_ Lo @, F +

01 iL i(L10)(‘:)0 r(A) +

w® "dt

+%L L, &, +a)iL L, &=

2¢ - 1 d ~ 1 - 1 -
== @ I + Loy —(Ly )@y I +—= & 1Y +— &, 1Y
W w dt ®® a)

(118c.)

A (118c.) és (118a.) egybevetésébdl azonnal kdvetkezik, hogy csak akkor &llhat
fenn egyenléség, ha

2Ly %(Lm )@, i =i (119)

Az utobbi képlet igazolasanal kihasznaljuk majd, hogy zérus értékii az
L, L., =E szorzat id6 szerinti derivéltja, azaz fennéll a
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d d d d ~
(a Lmj L+ Lm(a Lloj =0< Lm(a Lloj = _[a Lm) L, =-w, (120)
egyenlet — emlékeztetjik ehelyiitt az olvasét a (112) egyenletet kovetd legutolséd
részeredményre, valamint a (115) képletet kdvet képletsorra, ami az @ ferde-
szimmetrikus matrix négyzetét targyalja, és bevezeti a D matrixot.

A fentieket figyelembe véve, a (119) egyenlet baloldala a kdvetkezdképpen
alakithaté at:

d
-2 ~ (A _ -2~ o~ e(A) _ -2 2 = (A) _(A)
w L01 (Lm)wo[o =0 "W w I =0 (_w )Dfo =TI,

2
[ido] P

Ez az eredmény allitasunk szigoru igazolasat jelenti: a po6lusgorbék cslszas-
mentesen gordilnek le egymason, mivel a polusban azonos a polusvandorlas
sebessége. Emlékezziink, hogy ez a kovetkeztetés a vektormodszer ismerteté-
sekor logikai meggondolasokra alapozottan volt kijelentve.

A fogaskerékkapcsolas elméletében kiemelt fontossagl alkalmazast nyer a
pélusgorbék elmélete. A kapcsolodas sajatossagainak feltarasa lehetetlen a polus-
gorbék egymason torténd legordilésének tanulmanyozasa nélkiil.

2.3.2.13. Gyorsulaseloszlas matrixokkal
A gyorsulas a sebesség id6 szerinti derivalasaval hatarozhaté meg. A (112) képlet
alapjan irhatjuk, hogy:
® _® _w® _pa 9 (®)
8y =¥y =1 =1+ (Lo (121)

A (120) o6sszefliggés alapjan felirhato, hogy:

d ~ dL - dL -
[_Lmjl—m =Wy, _OlLlo L01 =W, L01 = —%= W, L01

E
Osszefiiggést:
d?L d - -~ dL - - o~ -
dtzo1 = (Ewoj Ly, + @, &= gLy +tw,w, Ly =g L ) Lo, (122)

A (122) képlet (121)-be torténd helyettesitésével, tovabba D értelmezésének és
a transzformécio szabalyanak kihasznalasaval kapjuk, hogy:

(B) _¢(A) (7 2 (B) _¢(A) . & (B) 2 (B) _
a, =I, +(€0L01_w DL01)[1 =TI, +£0L01[1 -0 L01[1 -
_A(A) 7 A(BA) 2 (BA)
=al+E 0" ~0 g
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Az eredmény felirasakor kihasznaltuk, hogy az S; koordinata-rendszer origé-
jahoz felirt p,, helyvektor [(18) koordinatainak transzformaltja az S, koordinata-

rendszerbe QEBA) ami a B és A pontok S,- beli koordinatainak kildnbségeként allit-

hat6 el6. Ennek alapjan a gyorsulas végleges matrixos alakja a kdvetkezéképpen
irhato fel:

a =ay +& (1f -rV)-o® (1 - (V) (123)

Ez a képlet ugyanolyan szerkezet(, mint a vektoros targyalasmad esetén:

. ggA) az A pont gyorsulasa a rogzitett koordinata-rendszerben;

e g, ([E)B) —[f)A)) a B pont A pont kérili elfordulasabél adodé tangencialis
gyorsulas;

o —° ([ff’) —[f)A)) a B pont A pont koriili elfordulasabél adédé normalgyorsulas.

A gyorsulds matrixos alakjat az S; mozgdé koordinatarendszerben a (123)
egyenletbdl kapjuk meg, ha végigszorozzuk azt balrél az L,,transzformécios

matrixszal:
a® =L, a® =L, a® +L, & (r®-r®™ )-o?L, (r®-r®)

Azonos atalakitasokkal, a méar korébban is latott |épésekkel, az L, L,, felirasu
egységmatrix megfefeld felhasznalasaval kapjuk, hogy
(8) _ (A) = (8) _ p(A) (B) _ p(A)
g‘l _LlO go +L10 80 LOl LlO([O [ ) w LlO( r )
%f_/

2(A) P4 (®) o®)

EgyszerUsitve

a’ =a +& -’ (124)
2.3.2.14. A gyorsulaspélus
A gyorsulaspélus matrixos szamitadsanak menete hasonlé a vektormédszer esetén

bemutatott szamitashoz. Ennek megfeleléen lokalizaljuk a (123) egyenletet a J
pontra (irjunk J-t a B helyére az egyenletben):

al =al + &, (rl - rV)-w? (rl" - r)=0 (125)

Szorozzuk most végig az egyenletet balrél €,-val és haszndljuk ki ekdzben,

hogy &,¢, =—¢’D . Kapjuk, hogy

0=ga’ & D -r")-o’E (i) -ri")
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Helyettesitsik most ebbe az egyenletbe a (125) egyenletbdl az
J A J A A
&) -r) =0 (1) - r)-al

szorzatot. Behelyettesitve ezt az antiszimmetrikus gyorsuldsmatrixszal szorzott
alakba, kovetkezik, hogy

0= £0a(A D( 0 _ f)A))_a)z (a)2 (Lf)J) _EgA))_ggA)):
=g, — (2 + 0" )rV - rM - p?al

Innen, a gyorsulaspélus helyét az S, koordinatarendszerben megadd matrix:

2

1) 1 = .

g =r+ A+ ——§a; aly =% (126)
8 + o E +w

A gyorsulaspolus helyzetét a mozgdé koordinata-rendszerben Ugy hatarozzuk meg,
hogy az Sy-bdl S;-be alakité M,, = M, transzformacié matrixaval, balrél atszoroz-
zuk a (126) egyenletet. A szamitas a mozgo6 polusgérbe matrixos egyenletével
kapcsolatos gondolatmenet ismétlésével végezhetd el (visszautalunk ezzel
kapcsolatban a (117b) képletre vezeté gondolatmenetre). Ehelyltt csak a
végeredmeényt kézoljuk:

2
onw_ o (A) = n_ O
rh=— LlOa + 4L10‘C—0 I—01 Llogo = a
g+o’ —n e +w — g+ e +ow
E

2.3.3. A gobmbmozgas

2.3.3.1. A gdbmbmozgéas meghatarozasa
A gbmbmozgas a a gépészeti alkalmazasokban, itt elsésorban a robotokra, egyes
hajtémivekre és térbeli mozgast megvaldsité kulénbdzé mechanizmusokra gondo-
lunk, gyakran fellépd mozgés. A robotok esetében, ha két szerkezeti elemet (robot-
kart) gdmbcsuklo kot dssze, az egyik szerkezeti elem masik szerkezeti elemhez
viszonyitott mozgasa gbmbmozgas lesz. Hasonlé a helyzet akkor is, amikor egy-
mast metsz6 tengely(i fogaskerékhajtas (kipfogaskerékhajtas) biztositja a mozgas-
atvitelt. Ebben az esetben a kiupfogaskerékpar barmelyik tagja gdémbmozgast vé-
gez a masik kerékhez viszonyitva. A gépjarmivek hajtomiveiben nélkilozhetetlen
differencialm (29. abra) kipkerekei is gdmbmozgéast végeznek.

GOmbmozgasrdl akkor beszélink, ha mozgd test egy pontja mozdulatlan marad
a mozgas soran. Ezt a pontot a gémbmozgas kdzéppontjanak, vagy poélusanak
nevezik. Helyzetét tekintve a pélus lehet a vizsgalt merev test egy pontja, vagy
pedig a testen kiviil, de annak felszinéhez mereven kottott médon helyezkedik el.
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29. abra.
Differencialmi
[http://www.4x4akademia.hu/er-06011-differencialmu_tortenete.shtml]

A test pontjai tehat olyan gombfeliileteken mozognak, melyeknek a pdlus kdzds
kdzéppontja, a sugaruk pedig a testpont polushoz viszonyitott tavolsaga. Innen ered
a mozgas neve is. Szokas a mozgast helytallé pont korili forgasnak is nevezni.

A gbmbmozgéas értelmezése a sikmozgas esetében alkalmazott gondolatme-
nettel is lehetséges. Kivalaszthato egy tetszéleges sugaru alapgdmb, amelynek ko-
zéppontja egybeesik a mozgas polusaval. Az alapszelvényt a mozgast végzé
merev test alapgdémbon elhelyezkedé pontjainak halmaza alkotja. A mozgas
vizsgalatakor az alapszelvény alapgdmbon val6 elmozdulasat tekintjik.

A gdbmbmozgas geometriai értelmezése a 30. abran lathaté. Az abra egyarant
szemlélteti alapgdmbdt, valamint a mozgas leirasahoz sziikséges paramétereket,
tovabba feltiinteti a helytalld S, és a testhez kotdtt S; koordinata-rendszer
tengelyeit is. Legyen az a; és b, az alapgdmbon kivalasztott, egymastdl kiilénb6zé

egyébként tetszbleges, két testpont a mozgas to id6pillanataban. Megjegyezziik,

hogy nem sérti az altaldnosségot az a kérilmény, hogy ez a két pont az Xoyo. koor-
dinata-sikban fekszik, mivel ezt a kértilményt nem haszndljuk majd ki a gondolat-
menet soran. (A mozgas elemzése, akar a sikmozgas esetében, a mozgast végzé
test két, tetszdlegesen valasztott, pontjanak tanulmanyozasaval valésul meg.
Barmely mas pont, a test merevsége folytan, a kivalasztott pontokhoz kotott, tehat
ezekkel egyiitt mozog.) At id6 elteltével, a to+At pillanatban, az a;b; iv az a,b,
helyzetbe keril. A kezdeti és végsd helyzeteket illetéen megszerkeszthetbek az
a;0a,, illetve a b;Ob, egyenldé szard haromszogek, melyek az [P,], illetve [Py]
ekvatoridlis sikokban helyezkednek el. Legyen m; az a;a,, illetve m, a b;b,
szakaszok felez6pontja. Az [S,], illetve az [Sp] sikokat egyrészrél az Omy, illetve az
Om, felezé merdlegesek, masrészrél a [P,], illetve [Py] sikokra az O pontban allitott
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merdleges  egyenesek
feszitik ki. Vilagos, hogy
az [S,] sik barmely pont-
ja az a; és a, pontoktol
egyenld tavolsagra talal-
hat6. Ugyanez érvényes,
az [Sp] sikot tekintve, a
b, és b, pontokra nézve
is. Az S, és S, sikok
[6]1=[Sa1N[Sp] met-
szésvonalanak barmely
C pontjara érvényes az
a,C=a,C és b,C=b,C
egyenléség, tehat a C
szimmetrikus a kezdeti
és végpontokhoz. Mas-
részt, a szerkesztésébdl
adodoan, a [8] egyenes
meréleges az a;a,, illet-
ve a bib, szakaszokra,
azaz létezik két olyan, a
30. abra. [0]-ra merbleges (kovet-
A gbmbmozgas értelmezése kezéskepp egymassal
parhuzamos), sik me-
lyeknek egyik tartéegyenese aja, illetve b;b,. A fentebb mondottak alapjan
belathato, hogy a [d] korlli forgatassal egyidében jut el a; az a,-re, és b; a b,-re.
Ha a At id6intervallum a nullahoz tart, akkor az a;a, és bh, ivek, illetve szakaszok
elemi hosszusaguak lesznek, de a geometriai szerkesztés igy is érvényben marad,
azaz a [d] egyenes a pillanatnyi forgastengely szerepét tolti be.

2.3.3.2. A gdmbmozgés szabadséagfoka

A gobmbmozgasnak 3 a szabadsagfoka. Ennek igazolasara tekintsiik a gdmbmoz-
gast végz6 merev test harom, nem kollinearis és nem feltétlenil egyetlen pélus-
kézépponti gombre illeszkedd, A, B, C pontjat. Az A, B, C pontok koordinatai
nyilvanvaléan id6fliggéek az Sy koordinata-rendszerben. Ez 6sszesen 9 id&fliggd
koordinatat jelent, amelyek 6 kényszerfeltételnek kotelesek eleget tenni. A kény-
szerfeltételek a tekintett pontok pélustdl és egymastdl mért tavolsagainak allan-
dosagat fejezik ki:

{xf+yf+zf =R’ ie{A,B,C}

(% F+(y, -y F+lz—2F=12 ijkelaBClizjzk ‘2P
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Nyilvanvalé az el6zéek alapjan, hogy a (128) Oszefiiggésekkel megadott 6
kényszerfeltétel a 9 koordinatabol csupan harmat hagy szabadon, igy a gémbmoz-
gasnak, a sikmozgashoz hasonléan, harom a szabadsagfoka. A harom szabad
koordinata azonban nem kéthetd ugyanazon ponthoz! Minden pont egy adott suga-
rd, péluskdzéppontu gombi palyat ir le, aminek kovetkeztében az adott pont koordi-
natainak négyzetdsszege a palyatartd6 gomb sugaranak értékére allanddsul — igy
legfeljebb két koordinata lehet fliggetlen, a harmadik a kényszerfeltételb6l adodik.
A megmaradt szabadsagfokot pedig egy, az el6bbitél kilonb6zé pont egyetlen
koordinatajahoz lehet kotni.

Ugyanakkor a gémbmozgas pélusa helytallé: a mozgasban tehat nincs eltolé-
das (transzlacié). Ebbél adédik, hogy mindharom szabadséagfok valdjaban elfordu-
las jellegli. Megjegyezzik, hogy adott esetben kilénbséget kell tenni a szabadsag-
fok geometriai értelmezése és a mozgast leird koordinatak matematikai megadasa
kozott. A (128) egyenletekben a szabad helykoordinatdk szama harom, ugyan-
akkor maga a formalizmus nem tikrdzi kdzvetlenil, hogy a gémbmozgast végzé
test harom egymast kovetd forgatassal jut el a egyik helyzetébdl a masikba.

A gébmbmozgas a merev test végteleniil sok, egymastdl kiilbnbézd, de a polu-
son mindig athaladé tengelyek korul végzett, elemi forgasainak sorozata.

A harom szabadsagfokot, a 30. abra segitségével, pusztan geometriai gondo-
latmenettel is ki lehet mutatni. A gondolatmenet célja annak tisztazasa, hany fig-
getlen paraméter kell a merev test helyzetét egyértelmiien meghatarozé aib,
gombi iv helyének megadasahoz: Az a; pont az R sugard gombén szabadon
mozoghat, igy a helyzetét két gdbmbi szdgkoordinata (ezek mondjuk (a) az Oa;
egyenes és a z, koordinatatengely altal kifeszitett gémbi fésik X,y, koordi-
natasikkal alkotott metszésvonala, valamint az Xo tengely k&zotti sz6g — ez az
abran zérus értékl —, illetve (b) az Oa; egyenes és a z, kordinatatengely kozotti
sz0g — ez az abran 90° — egyértelmiien meghatarozza. Ez két szabad koordinata,
aminek természetesen két szabadsagfok felel meg. Tovabbmenve nyilvanvalé,
hogy a b; pont az a; ponttdl a;b; tavolsagra fekvé olyan gémbi kordn fekszik, (a)
amelynek sikja meréleges az Oa; sugarra, (b) kozéppontja pedig az Oa; sugaron
van. A b; pont helyét ezen a korén egy skalarparaméter (mondjuk a kér egy P
pontjatél mért ivkoordinata, vagy pedig az Oa; tengely kortli elfordulas szége)
egyertelmlien meghatarozza. Ez a paraméter tovabbi szabadsagfokot jelent. A
mozgéasnak tehat valdban 3 a szabadséagfoka.

Ha a mozgas folytonos az idében, akkor az ugy tekintheté mint végtelenil sok,
végtelendl kicsi id6intervallum-kulénbségekkel eléalléd testhelyzetek sorozata. Ez
esetben a merev test két, végtelenul kozeli, testhelyzet kozotti elmozdulasa olyan
elemi forgbmozgas, melynek tengelye athalad a péluson. Ezt a tengelyt, a sik-
mozgas esetéhez hasonldan, pillanatnyi forgastengelynek nevezzik.
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2.3.3.3. A gdbmbmozgés palyaegyenletei
A. Az egyenletek altalanos alakja

A gdbmbmozgast végz6 merev test pontjainak palyai gdmbfellleteken fek-
szenek. Az is nyilvanvalé emellett, hogy a péluson athaladé egyenesek pontjainak
palyai olyan kupfelileteken fekszenek, melyek csicsa a mozgas O pélusa, vezér-
gorbéje pedig az egyenes valamely pontjanak palyaja. Az egyes palyagorbék,
illetve a kupfeliletek a mozgastodrvény ismeretében hatarozhaték meg.

A mozgastorvény tdbbféleképpen adhaté meg. Mindharom szabadsagfokhoz
tartozik egy-egy — egymastdl fliggetlen — idé6figgvény, amely a test helyzetét egy-
értelmlien megadd geometriai mennyiséget fejez ki (alkalmas sz6g-, vagy hossz-
koordinata). A mozgastérvényt, a feladat sajatossagai alapjan, ugy kell megfogal-
mazni, hogy a vizsgalt szerkezet felépitését is figyelembe véve, matematikailag a
lehetd legegyszeriibb legyen.. A korabbiakhaz hasonldan kitlintetett szerepet kap a
vizsgélatokban az 4ll6 Xoyozo , a tovabbiakban S,, és a testhez koétott, azzal egyutt
mozg6 Xiy1z: (a tovabbiakban S;) koordinata-rendszer. Altalanos esetben Ggy
fejezhetd ki a legkbnnyebben a mozgastorvény, ha minden idépillanatban ismert a
két koordinata-rendszer kozotti kapcsolat.

Ismertnek tekintjlk a mozgast végzd test geometriajat, az S; koordinata-
rendszerben. A tetsz6legesen valasztott A testpont — ebben a koordinata-rendszer-
ben &lland6 — helyvektora az

- (A

F1(A) = XiA) I, +Y, )L + ZEA) R1 (129)

alakban irhat6 fel. Az S, és S; koordinata-rendszerek kozotti kapcsolatot pedig az

I :alro+ﬂ1jo+71R0
Ji=a,ig+ B, Jo+7, K (130)
R.1 =a3?o+133}0+73 R.o

egyenletrendszer adja meg. Az irdnykoszinuszok alkotta transzformaciés matrix —
ezt a szokott médon L,, jeldli — ortogonalitdsa a 9 irdnykoszinusz kozott 6 fugget-
len 6sszefliggés felirasat teszi lehetévé, igy a harom szabadsagfok fennmarad. Ez
azt jelenti, hogy elvben a kilenc iranykoszinusz kézil barmelyik harom elegendd a
mozgas leirdsdhoz

Legyen &(t), &(t), &(t), a mozgds egy-egy szabadsaganak megfeleld,
egymastdl fliggetlen, egyébként az id6tél fiiggé paraméter. Figyelembe véve, hogy
altalanos esetben az iranykoszinuszok a bevezetett harom paraméter fiiggvényei,
atirhat6 a (130) egyenlet:
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noduszvonal

31. abra
Az Euler-féle szégek definiciéja

_—

a6.608) Bl6é.8) n6& &)l
=@ 0808) Bil6068) 1al6 88| o [=Lol6é, 6
o Lel6n68) B668) 168 .8)] K,

—_
N

0

0

|

==

0

(131)

Ha a (129) egyenletbe helyettesitjik a (131) egyenlettel kifejezett egységvek-
torokat, akkor az A pont palyajanak a vektoregyenletét kapjuk, a régzitett Sy koor-
dinata-rendszerben:

FéA) = (al XZ(I.A) + aZ yi(I.A) + a3 ZJ(I.A)) iO + (ﬂl XiA) + ﬁz yiA) + ﬁ3 ZZEA) )J 0 + (132)
x4y, Y+, 2k,

B. A palyagorbe targyalasa Euler-szégekkel

A mozgo6 és az allé koordinata-rendszer kozétti kapcsolatot, azaz a mozgas-
torvényt, az Euler szégek (ezek pontos értelmezésére még visszatériink) segitsé-
gével is le lehet irni. Ekkor a harom szabadsagfoknak megfeleld, id6tél fliggo,
szogkoordinata szerepét toltik be. A mozgéastoérvény, az Euler szbgek segitségével
az alabbi mdédon adhaté meg:

y=y(t), 0=00) o¢=olt) (133)

A szamitasok a 31. abra alapjan végezhetok el.
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A mozgas kezdetekor egybeesik az allé és mozgd koordinata-rendszer. Adott
At id6 elteltével a mozgérendszer az Xiyiz1 helyzetbe kerll. Az X1, Y1, z1 koordin&-
tatengelyek helyzetét a harom Euler sz6g megszabta forgatas hatarozza meg:

e A wsz0g az allo koordinata-rendszer zo tengelye koruli elfordulés (forgatas)

szOge, ami az Xa, Ya,Za helyzetbe viszi at az X1, y1, Z1 koordinata-tengelyeket .

e a 0szbg az Xa tengely koriili elfordulas (forgatas) szdge, ez az X, Yb, Zb hely-

zetbe viszi &t az Xa,Ya,za koordinata-tengelyeket;

e a ¢ sz0g a za tengely koruli forgatas szoge, ez a végs6 X, Y1, z1 helyzetbe

viszi at az X», Yb, Zv koordinata-tengelyeket;

Vegyik észre, hogy az allé koordinata-rendszerrel kezdetben egybeesé mozgé
koordinata-rendszer két tovabbi, S, és S, jelli, koordinata-rendszeren keresztil jut
el végsé helyzetébe. A w szdggel térténd forgatas az Sy koordinata-rendszert az
S.—ba, a 6 szoggel torténd forgatas az S, koordinata-rendszert az S,—be, és végil
a ¢ szoggel torténd forgatas az S, koordinata-rendszert a merev test végsé alla-
potahoz kotott S; koordinata-rendszerbe viszi at. A két segédkoordinata-rendszer a
mozgo test két kdzbiilsé (mozgas kdzbeni) helyzetéhez tartozik.

Figyelembe véve a forgatasok sorrendjét, valamint ezek sajatossagait, a merev
test tetszéleges M pontjanak koordinatai az allé rendszerben a

ry=M,M, M, r, (134)
képlettel hatarozhaték meg. A transzforméacié matrixait a 31. abra alapjan irjuk fel;

ezek rendre az S,-bél az Sp-ba, az Sp-bdl az S,-ba, és végill az S;-bdl az Sy-be
torténd transzformacio matrixai:

cosy -siny 0 0 1 0 0 0

siny cosy 0 O 0 cosf -sing O
) 0o 1 o0f *710 sing cos® O

0 0 0 1 0 0 0 1

cosp —sinp 0 O

sinp cosp 0 O
0 0 10

0 0 01 (135)

A (134) és (135) oOsszeflggések mindegyike fligg az Euler-szégeken
keresztll az id6tol, kdvetkezésképp adott T, helyvektory testpont palyagorbéjének

parametrikus egyenleteit a (134) matrixegyenletbdl, a (135) figyelembevételével,
elemi szamita-sokkak kapjuk:
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X,(t)=x,(cosw cosp —siny cosdsing)—y,(cosy sing +siny cosd cosp) +
+z,sinysiné@
Y, (t)=X, (siny cos¢ +cosy cosfsing) -y, (siny sing —cosy cosd cosp)—

-z, cosy sin6d
(136)

z,(t)=x,sindsinp +y, sin@cos¢p +z, cosH

C. A pélyagorbe targyaldsa koordinata-tengelyek kortli forgatdsokkal
A fent bemutatottakhoz hasonl6é alakban adédik a palyagorbe egyenlete, ha nem
az Euler szégeket, hanem a koordinata-tengelyek kérili elfordulasokat — ezeket az
aladbbiak részletezik — tekintjiik paraméternek. (A korabbi jeldléseket is hasznaljuk
majd, de ez nem okozhat félreértést.) A 32. dbra alapjan az all6 S, koordinata-
rendszerrel kezdetben egybeesd helyzetli S; mozgd koordinata-rendszert elészoér

az Xo kordl forgatjuk el o szdggel, igy S, helyzetbe hozzuk; majd az ya koril
forgatjuk el B szdggel, hogy Sy-vel egybeessen, legvégil pedig a z» tengely kordl y
szoggel. Az a, B és y szogek az idd fliggvényei. A palyagoérbét most is a (134)
egyenlet adja meg, de masok a transzformaciés matrixok:

I ()

32. abra.
A koordinéata-tengelyek koruli forgatasok rendszere
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10 0 0 cosp 0 sing 0
0 cosa -sina O 0 1 0 O
My, = ; , M, = ; ;
0 sinag cosa O -sinfg 0 cosp O
0 O 0 1 0 0 0 1
- . (137)
cosy -siny 0 O
siny cosy 0 O
M =
bt 0 0 10
0 0 01

A fentebb bemutatott két modszer kiildnbségének az a lIényege, ezt ismét hangsu-
lyozni kivanjuk, hogy a kordinata-tengelyek koruli forgatasnal a mozgé rendszernek
az allé rendszerhez viszonyitott helyzetét a harom koordinatatengely kérili forga-
tas hatarozza meg, ellentétben az Euler-szdges felirassal, ahol a z tengelyek kordil
kétszer forgatunk.

2.3.3.4. A sebességeloszlas

A.Vektormodszer

A gdmbmozgast végzd merev test adott pontjanak sebessége a pillanatnyi forgas-
tengely ismeretében hatarozhaté meg a legkénnyebben. Mivel a mozgéas végtelentl
kicsi, valtoz6 helyzetl tengelyek koruli forgatasok sorozata, meg kell hatarozni a
pillanatnyi forgastengelyt, és a pillanatnyi szégsebességet. A vektormddszer a pilla-
natnyi szogsebességvektor helyzetének és abszolut értékének geometriai észre-
vételek alapjan torténé meghatarozasat jelenti.

Legyen a mozgd koordinatarendszer helyzete adott t idépillanatban a y(t), &(t) és
o(t) szogfliggvények pillanatnyi értékével meghatarozott. Elemi dt id6 eltelte utan

ezek a szogek elemi mértékben megvaltoznak. E valtozas linearizalt alakban az
alabbi médon irhaté fel:

w(t+dt)~ W(t)+c:j—‘t”dt

O(t+dt)~ 9(t)+(;—fdt (138)
o(t+dt)~ go(t)—i—c;—fdt

Ezek szerint a mozg6 koordinata-rendszer dt elemi id6 eltelte utan egy végte-
lendil kdzeli, Uj helyzetbe kertl, melynek Euler-szégei dy, d@ illetve dg infinitezimé-
lis értékkel kilbnbdznek a t idébeli értékeikidl. Ezek a szdgvaltozasok az Euler-féle
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szogek elsérendi differencialjai. Az els6rendi derivaltak geometriai értelmezését a
33. abra szemlélteti. Az Euler-szdgek valtozasat kifejez infinitezimalis elfordulasok
az elemi id6 eltelte utan helyzetiket nem valtoztaté forgastengelyek korul
torténnek. A dy /dt, dd/dt, dp/dt mennyiségek az Euler-szogek valtozasanak
megfelel6 skalaris szogsebességek. Ezek elbjeles mennyiségek. Az 1.3.4. pontban
targyaltakkal egyez6 gondolatmenetet alkalmazva az elemi forgatédsok tengelyeire
a fentebb emlitett skalaris sz6gsebességeknek vektor-értelmezést is adunk — a
vektorok tartéegyenesei a Zo, Xa és zZ1 tengelyek, melyeknek az Sy koordinata-rend-
szerben felirt egységvektorai rendre a kdvetkezdk:

k,, i =cosyi,+sinyj,, k, =sin@sinyi,—sindcosy j, +cosok,

33. 4bra.
Az Euler szdgek segitségével véghezvitt forgatas

A szogsebesség-vektorok a skalaris szogsebességek és a fenti képletekkel meg-
adott egységvektorok szorzatai. Vegylk észre, hogy a a 31. és 33. abrakon feltlin-
tetett pozitiv. iranyitasoknak az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyu elfordulas felel
meg. A 1/),9 , @ szOgsebesség-vektorok dsszetevéi az Sy koordinata-rendszerben:
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vo=yk,
6, =6cosy i, +6sinyj, (139)
@, =—@sindsiny i, —gsinfcosy j , +¢cosok,
Némi figyelemmel leolvashat6é a 33.-as abrardl, hogy az Euler szbgek valtoza-
sat kifejezd szogsebesség-vektorok az S; — testhez kotétt — kordinata-rendszerben
v, =ysindsing i, +ysin@cosg j , +ycosb K,
0,=6cosp i, —0singJ, (140)
o, =9k,
A gbmbmozgas pillanatnyi szogsebességvektora a fenti harom-harom vektor
0sszege mind a helytalld, mind a mozgé koordinata-rendszerben tehat:
G, =y +6 +¢,  ieclo1} (141)

Megjegyezziik, hogy a fenti 6sszeg vektorainak (als6) indexsze azt a kordinata-
rendszert jeldli, amelyikben a vektorkoordinatakat tekintjik. Itt és a tovabbiakban
is, a zérus index az Sy helytalld, az 1-es index pedig a mozgé S; koordinata-
rendszerre vonatkozik.

A (139), illetve (140) kifejezéseknek a (141) képletbe valé helyettesitésével
megkapjuk a pillanatnyi sz6gsebesség koordinatait:

o, =-¢ sindsiny +6 cosy

o, =—¢ sinfcosy +0 siny (142)
®, = ¢ CosO+y

=y sin@sing +6 cose
o, =y sinfcosp+0 sing (143)
w, =y CosO+¢

z

A (143) képletek ellendrzése inverz transzformacioé végrehajtasat igényli. Ez nem
nehéz feladat, ha figyelembe vesszik a transzforméaciés matrixok ortogonalitasat.

A merev test adott pontjanak sebessége a pillanatnyi szogsebesség-vektor és a
helyvektor vektorialis szorzata mindkét koordinatarendszerben:

=@, xF,,  ie{0;1] (144)

<t
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Ugyanigy hatarozhaté meg a pillanatnyi forgastengely a koordinatatengelyek
koruli forgatasokkal megadott mozgastorvényre nézve. Az X,y, és z, tengelyek

koruli forgatasok «, B,y szdgeire érvényesek a (138) képletekkel formailag egyez6

a(t+dt)~a(t)+ %—‘:dt

Bt+dt)~ ,B(t)+o(;—fdt (145)

y(t+dt)~ y(t)+ccjl—7t/dt

Osszefiiggések. Az infinitezimalis szogvaltozasokhoz itt is, akar az el6z6 esetben,
szogsebességvektorokat rendeliink hozza — ezek Gsszetevéit a 32. abra alapjan
lehet meghatarozni. A helytallé6 és a mozgo kordinatarendszer tengelyeihez tartoz6
szogsebesség-vektorok kifejezései az alabbi 6sszefliggésekkel adottak:

a,=ai,

B, =Bcosa j,+ Bsina k, (146)

v, =ysinBi,—ycospBsina j,+ycospBcosa K,
@, =G cosBcosy i, —acosBsiny j, +asin Bk,
B, =pcosy i, +Bsiny j, (147)

71:7k1

A pillanatnyi szégsebesség most is ezek 6sszege:

a_ji:&i—i_éi—i_;i , iE{O;l} (148)

B. Métrixméddszer

A matrixmdédszer, hasonléan az eddigiekhez, az allé6 és mozgé koordinata-rend-
szerek kozotti transzformacion alapul. A koordinata-rendszerek koézotti transzfor-
macids matrix az id6 fliggvénye, az iranykoszinuszok pedig a mozgastérvény meg-
szabta médon valtoznak.

Ha idd szerint derivaljuk a (134) egyenletet, akkor megkapjuk azon pont Sy
koordinata-rendszerben megfigyelt sebességét, melynek S; koordinatarendszerbeli
homogén koordinatait az r, oszlopmatrix tartalmazza:
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. d
Vo =1, ZE(MOaMabelfl) (149)
A szamitasok elvégzése utan,
Xo Xl
. d d d y
Vy = ((EM%)M@ Mbl + MOa [aMabijl + MOa Mab [EMMJJ 21 (150)
Zy 1
0 1
a sebességmatrix, ahol a derivalt matrixok a (135) alapjan irhatok fel:
—siny -cosy 0 O 0 0 0 0
d cosy -—siny 0 0| d |0 —sin@ -cosf® O
—(M,,)= - (M,)= . :
dt 0 0 0 0| dt 0 cosé sind 0
0 0 0 0 0 0 0 0
—sing —cosp 0 O
d | cosp —sing 0 O
_(Mbl): ¢
dt 0 0 00
0 0 0 0
(151)

A (150) és (151) egyenletek megadjak az Sy koordinata-rendszerben megfigyelt
sebességet, ha ismert a mozgastoérvény, valamint a tekintett testpont koordinatai a
testhez kotott, S; mozgd koordinata-rendszerben. Tehat ez az egyenlet mozg6-
rendszerbeli koordinatakhoz csatol allérendszerben kifejezett sebességet. Ettdl
eltéré a vektoridlis irasmodi egyenletek hasznalata, ahol a bennik szereplé vala-
mennyi menyiséget egy és ugyanazon koordinata-rendszerben tekintjik. Ha tehat
a matrixos irasmoéd esetén is az a cél, hogy minden tényez8 ugyanabban a rend-
szerben (a jelen esetben ez az allo, koordinata-rendszer) legyen kifejezve, akkor a
vizsgalt testpont koordinatait is ebbe a koordinata-rendszerbe kell transzformalni.
Ez esetben a (150) egyenlet a kovetkezd alakot Olti:

Vi Xy
v d d d y
Vj: z[(aMOajMabMbl+M0a(aMabijl+M0aMab(aMblijlO Zz
0 1
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_(dMOa dm dMm,,

dt Mabe1+M0aTabe1+M0aMab lebeaMaOLOZ

dM % dM
= = MabelMleba MaO+MOa 2 MblMlb MbaMa0+

E

dM,,
dt

+M0aMab Mlb MbaMaoJlo =

daMm
dt

2 Mba Mao + MOa Mab

= %Mao +M0a dM
dt dt

b1
Mloj [0

(150a.)
A (135) és (151) képletek alapjan kapjuk meg(150a.) 6sszefliggésben szerepld,
az id6 szerinti derivaltakat tartalmazo tagokat:

0 -1 00
dM,, |1 0 0 0|
a " "lo o o ol
0 0 0O
0 0 siny 0
. 0 0 —Cos 0
MOa%MbaMaOZH : v ;
dt —siny cosy 0 0
0 0 0 0
0 -cosf  —sinfcosy O
dM . cosé 0 —-sinf@siny 0
My M, bl My=9|_. ; ;
dt sindcosy sin@siny 0 0
i 0 0 0 0

Vegyik észre, hogy az dsszes részeredmény ferdeszimmetrikus matrix, tehat
ezek 6sszege is ferdeszimmetrikus lesz. A szamitasok eredménye a
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0 -E, E O
E, 0 -E O

V, = E E o0 o I (152)
0 0 0 0

alaku tomor egyenlet. Ebben a ferdeszimmetrikus matrix nem azonosan zérus
elemei az alabbi képletekbél szamithatok:

E, =—¢ sin@siny +6 cosy
E, =-¢ sinfcosy +0 siny (153)
E, = ¢cosO+y

z

Osszevetve a (153) és a (142) képleteket, azonnal latszik, hogy a (152)
Osszefliggésben allé6 ferdeszimmetrikus matrix nem mas, mint az allé6 koordinata-
rendszerben felirt pillanatnyi sz6gsebességvektor ferdeszimmetrikus matrixa, tehat

0 -0, o, 0[[X

_ o, 0 -, 011Y,
Vo=@, fo=| ° (154)

-0, 0 0 0|z,

0 0 0 0f|1

Ha a mozgastorvényt nem az Euler-szégekkel, hanem az X,,y, és z, =z, ten-
gelyek kortili forgasokkal irjuk fel, akkor is ugyanerre ez eredményre jutunk, azzal a
kulénbséggel, hogy ebben az esetben az @, szdgsebességvektor koordinatait a
(146) és (148) egyenletekbdl szamitjuk.

Amennyiben a sebességet a mozgé koordinata-rendszerben kell meghatarozni,
a (149) egyenlettel adott oszlopmatrixot at kell transzformalni az allé Sy
rendszerbdl a S; mozgo rendszerbe:

d
Vv, =My v, =My, E(Mt)a M., Mb1_1)=

dM,,

dMm, dMm
:MlebaMaO[ Mabel"'MOaTbel"’MOaMab dtbljflz

dMm,, dM, dM
= (Mlo d—tOMab Mbl + Mlb Mba Tbel + Mlb Tblj r

(155)

A szamitasok gondalatmenete és moédszere azonos az all6 rendszerbeli és
fentebb attekintett szamitasokéhoz. A végeredmény
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0 -o, o, 0][X

~ 7 0 _a)xl 0 yl ( )

V, =@, I, = 156
! e, o 0 0|z,
0 0 0 0|1

ahol a szogsebességmatrix elemei a (143) képletbdl vehetdk.

A gyakorlati feladatok megoldasaban a matrixmodszernek vitathatatlan elényei

vannak, amelyek kdzul feltétlentl meg kell emliteni a kdvetkezéket:

¢ a szamitasok strukturalasanak lehetésége, ami egyszeri részmatrixok
megjelenésével valésul meg;

e a mozgastorvény alapjan egyszer(bb felirni az allé és mozgo koordinata-
rendszer kdzotti transzformaciot, mint geometriai megfigyelések alapjan
meghatarozni az @ szégsebességvektor osszeteviit, barmelyik rendszerhez
viszonyitva;

e a matrixmodszer kivaléan alkalmazhaté ha ezeket a szamitasokat
algoritmizalni és szamitégépre vinni all a szandékunkban.

2.3.3.5. All6 és mozg6 alapfeliiletek

Alapfelileteknek nevezziik a pillanatnyi forgastengely mértani helyeit az allo,
illetve a mozg6 koordinata-rendszerben. A sikmozgas vizsgalatakor bevezetett
szohasznalat alapjan, a pillanatnyi forgastengelyek altal a mozgas soran a mozgé
koordinata-rendszerben alkotott feliilet a mozgo alapfeliilet, a helytallé koordinata-
rendszerben medgfigyelt felllet pedig az all6 alapfelllet.

A gobmbmozgas alapfeliletei olyan kapok, melyeknek kozos alkotéja a
pillanatnyi forgastengely, valamint és cslicsa az all6 és mozg6é koordinata-rendszer
k6zos origdja.

Gobmbmozgas esetében a pillanatnyi forgastengely helyzete egyszeriibben
adadik, mint a sikmozgéas esetén, mivel az mindig athalad az origén, iranyat pedig
a mozgastorvény segitségével egyszerliien meg lehet hatarozni.

A pillanatnyi szégsebességvektor koordinatainak ismeretében az alapfellletek
parametrikus egyenleteit az all6 és a mozgd koordinata-rendszerben egyarant az
id6tol fliggd iranyu forgastengely parametrikus egyenletébdl lehet levezetni:

SN oSy iefoil)

ahol a képletben all6 u a paraméter, az i index pedig, 6sszhangban az eddigiekkel,
az allo, illetve a mozgd koordinata-rendszert azonositja. Ha kifejezzilk a fenti
egyenletekbdl a helykoordinatakat, akkor kapjuk, hogy:
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X, (ut)=uo, (t)
y.(ut)=ua, () ic{o;1) (157)
z,(u,t)=uo, (t)

A (157) parametrikus egyenletek az allo, illetve mozgé alapfeliiletek egyenletei.
Az alapfeliletek, a sikmozgas poélusgoérbéihez hasonldéan, csiszasmentesen gor-
dilnek le egyméason. Ezen allitas igazolasadhoz azt kell megmutatni, hogy a két
feliletnek minden pillanatban van kézos érintésikja, ezenfellil az érintkezési pon-
tokban zérus a két fellilet egymashoz viszonyitott sebessége.

A két alapfellilet sajatossaga abban &ll, hogy vonalfeliiletek, kdzds pontjaik
minden esetben a pillanatnyi forgastengelyen vannak. K6zds érintésik akkor léte-
zik, ha minden P érintkezési pontban egybeesik a két alapfeliilet normalisanak ira-
nya. A szigord matematikai igazolashoz a jel6lések tovabbi pontositasara van
szikség. A 90. oldalon, a (141) képlet utani bekezdésben kijelentettiik, hogy a
vektorok als6 indexe a vektorkoordinatdk koordinata-rendszerét jeldli: kévetkeze-
tesen 0 a helytalld Sy koordinata-rendszer, 1 pedig a mozgast végzé testhez kotott,
mozg6 S; koordinata-rendszer jele. A két alapfeliilethez tartoz6 két normalvektor
hovatartozasat ugyancsak a 0, illetve 1 indexek jeldlik, de ezek zardjelbe tett felsé

indexek: igy példaul az ﬁf)l) vektor a mozg6 alapfeliilet normalvektora, melynek
koordinatai az Sy-ban vannak felirva.

A koz0s érintésik létezése akkor és csak akkor lehetséges, ha a két felllet
normalis vektorai kdzott teljesil a

AO(P)=1 AY(P), 1eR-{0} ie{0;1}

A (155) egyenletrendszerrel megadott felilletek esetében a normalvektort az

i j k g re e - —- —
8)2 0 / 6Zq te  Jq kq e Jy kq
[ — |~ Yq a _ B {0.1}
. ou ou ou = @Px By, Oy | T (O, Dy Dgpfs ge Y,
8Xq 8yq 6Zq a)xq qu a)Zq 8Xq qu gzq

ot ot ot

Osszefliggéssel szamitjak. Az utébbi egyenlet matrixokkal is felirhato:

@ 0 e a)yq gxq
=&, e =l o, 0 -o |l | qef0:1) (158)

-0, 0, 0 g,

a q q
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A (158) matrixegyenletben allo

Zy pillanatnyi
atrix a szoggyorsulas-matrix. A o :
&, ma ) s A forgastengely
szoggyorsulas- matrixot a szogse- .
mozgo

besség koordinatainak idé szerinti
derivaltjaibol épitjuk fel. Az emlitett
koordinatdk a mozgastorvény alak-
jatél, azaz a koordinata-rendszerek
kozotti kapcsolat matematikai alak-
jatol figgenek, és a (142) és (143),
illetve a (146), (147) és (148) képle-
tek segitségével szamithatok Kki.

A két normalvektor parhuzamos-
sagat csak akkor tudjuk konnyen
ellenérizni, ha azokat ugyanabban a
koordinata-rendszerben irjuk fel. Az
allé alapfeliilet normalvektoranak koordinatait a mozgoé S; koordinata-rendszerben
az alabbi transzformécioval lehet meghatarozni:

alapfeliilet

helytallo
alapfeliilet

34. abra.
A helytallé és a mozg6 alapfeliilet

D(10) = LlO DEJO) = LlO a’o & (159)

Vegyiuk azt is észre, hogy a mozgo alapfeliletet normalvektorat adé
Q(ll) =, &, képlet jobboldalanak két szorzdtényezoje kifejezhets az allé koordina-
ta-rendszerbeli megfeleléikkel. Ha emellett figyelembe vesszik a (117) képletre
vezetdé gondolatmenet soran mar felhasznalt és az 1. Figgelékben formalisan is
igazolt w, =L, @, L,, 6sszefiiggést, akkor azonos atalakitasokkal irhatjuk, hogy

&
—

0 L01 L1o & = L1o a)o & = L1o DE)O) =D§O) (160)

|
1l
IR
It
Il
—
S
e

@1

ami azt jelenti, hogy megegyezik a két normalis.Ezéltal bizonyitottuk, hogy a két
alapfeliletnek minden idépillanatban kozds érintésikja van, ami a pillanatnyi
forgastengelyen halad at.

Masrészt, a pillanatnyi forgastengelyen 1évé testpontoknak zérus a pillanatnyi
sebessége. Ugy is fogalmazhatunk, hogy zérus az érintkezési pontokban a mozg6
alapfelulet all6 alapfeliilethez viszonyitott (relativ) sebessége, vagyis csiszasmen-
tesen gordil a mozgo alapfeliilet az all6 alapfeliileten. Ezt kivantuk igazolni.

Az alapfeliiletek relativ helyzetét a 34. abra szemlélteti.
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2.3.3.6. A gyorsuléseloszlas

A.Vektormodszer

A gdbmbmozgast végzé merev test adott pontjdnak gyorsuldsat a vizsgalt testpont
sebességvektoranak idé szerinti derivalasaval kapjuk meg, mind az allé, mind a
mozg6 koordinata-rendszerben. A tovabbiakban az i index értékére érvényesek az
elébbiekben tett kikdtések: a nulla értéke az allo, 1 értéke pedig a mozgd koor-
dinata-rendszerre vonatkozik. A d/dt operatort a (144) sebességképletre kell
alkalmazni, de ugyanakkor nyilvanvaléan figyelembe kell venni a pillanatnyi sz6g-
sebesség-koordinatakra vonatkozé (142) és (143), illetve a (146), (147) 6ssze-
fliggéseket a mozgastodrvény felirasi modjanak fliggvényében:

3 Z%(@i XT,)= & xT, +@, x (@, xF, )= &, xF, + &, ¥, (161)

A szoggyorsulasvektor koordinatai az all6 rendszerben a (142) Osszefliggés
derivalasaval adédnak:

do : .
&y = th° =—0¢ cosOsiny —y ¢ sin@cosy —y 6 siny —
— ¢ sin@siny +0 cosy
do, - o w
&y, = dto =—0¢ cos@cosy —y ¢ sindsiny +y 6 cosy — (162)
— @ sin@cosy +0 siny
do, L ) ;
&, = dto =—0¢ sinf + ¢ cosh +y/

Hasonl6 mddon szamithaték a szdggyorsulasvektor koordinatai a mozgé-
rendszerben:

do . .
&, = th1 =0y cosOsing+@y sindcosp—¢@0o sing +
+j7 sin@sing +6 cosg
do, .. L. . A
£ = gt =0y cosOcosp—q@y sindsing —¢0 cose + (163)
+7 sindcosp —0 sing
do, CL .. .
£, = dtl =—0y Sinf +y/ cosO +¢
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35. 4bra.
A gyorsulasvektor 6sszetevli és ezek helyzete

Ha a mozgastoérvényt a koordinatatengelyek kortili elfordulasok, mint szégkoor-
dinatak felhasznalasaval irjuk fel, akkor a szdggyorsulas-koordinatakat a (147) és
(148) 6sszefliggések idd szerinti derivalasaval kapjuk meg.

A gdmbmozgas esetében szamolni kell azzal a koérilménnyel, hogy a sz6g-
sebesség-vektor iranya — ellentétben az eddig tanulmanyozott mozgasok szdgse-
besség-vektoraval — nem allandé. igy annak idébeli valtozasa mind a nagysagat,
mind pedig az irdnyat is érinti. Kovetkezésképpen ¢ és @ vektorok altalaban nem
egytengelyliek (nem parhuzamosak).

A szOgsebesség- és szoggyorsulasvektorok kdlcsdénds helyzetét a 35. abra
szemlélteti. A merev test P pontja az r sugart gémbon mozog, és pillanatnyi hely-
zetét az T helyzetvektor hatdrozza meg. A mozgast az adott pillanatban az @ és
£ vektorok hatarozzak meg. Ez a harom vektor az abran feltiintetett legaltalano-
sabb esetben a kdvetkezd harom sikot hatarozza meg:

o [z(f.&)] —az T és & vektorok altal kifeszitett sik;

. [ﬂ(F,cT))]—az T és & vektorok altal kifeszitett sik;

o [z(¢,6)]-az & és @ vektorok altal kifeszitett sik.
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A P pont sebessége, definicidjabol adodoan, meréleges az ' helyvektorra és,
értelmezését is figyelembe véve, meréleges a [7(F,&)] sikra. Hasonlé tulajdon-

sagl az £xT gyorsulasosszetevé is, mivel az a [7(F,&)] sikra meréleges. Az
EXT és @xT vektorok olyan sikot alkotnak, amely P-ben érinti az r sugaru
gombot, és igy merdleges a [z(F,@)] és a [z(F,&)] sikokra. Tartéegyeneseik
szoge megegyezik tehat a a [7(F,&)] és [z(F,&)] altal bezart szoggel. Az & xT
gyorsulasdsszetevé a gémb P-beli érintésikjaban két 6sszetevére bonthato fel:
ezek a sebességel parhuzamos a,, illetve az arra meréleges a,. Nyilvanvalo,
hogy az & &sszetevé a P anyagi pont tangencidlis gyorsulasa. Az @, 6sszetevd

pedig a [7(F,&)] sikban fekszik, hiszen merdleges az & xT sebességvektorra.

Masrészt, az @xV=@x(dxT) gyorsulasosszetevd is a [7(F,d)] sikban
fekszik. A P anyagi pont @ normalirany gyorsulasat az &=V és az a, vektorok
O0sszege adja. Kdvetkezésképpen, a P testpont gyorsulasa az:

A=z xr 16 x(@, xr®)=a" +3", ic{0;1} (164)

alakban irhat6 fel.

A tangencialis és a normalgyorsulas szamitasat a 35. abra alapjan lehet el-
végezni. A tangencidlis gyorsulds a gyorsulasvektor vetiilete a sebesség iranyara.
Ezért el6sz6r a sebesség iranyahoz tartoz6 egységvektort hatarozzuk meg:

@ <t

6, :W ic{0;1) (165)

A 35. abrabol vilagosan kitlinik, hogy az c?)x(c?)xf) gyorsulaskomponensnek
zérus a vetlllete a sebesség iranyara. Ez azt eredményezi, hogy tangencialis dsz-
szetevl kizardlag az € xI komponensbdl keletkezhet:

i =|(z xr,)-6,, 5., (166)

Az &xT komponensnek a forgastengelyt is tartalmazé [z(F,@)] sikba es6

a, vetiletét az €, -re merdleges, és a gémb P pontbeli érintésikjaba fekvé

egységvektor segitségével szamitjuk. A g meghatarozasakor figyelembe vesszik,
hogy az 7 ,€, , 1 kdlcsondsen merdlegesek egymasra és igy:

FI(P) X é.vi

. ief0: 1] (167)

B =
I ‘ri(P)Xevi
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A [ egységvektor ismeretében, az & xTr vektor g irany( Osszetevéje az
alabbi képletbdl adodik:

5P _

ui

(&xv)a)a,, icp.1

Ezzel a P testpont normalgyorsuldsa a (166) és az o?)x(o?)xf) Osszetevo
vektorialis 6sszege:

(168)

(169)

A normélgyorsulas a P pont helyzetvektora és a pillanatnyi sz6gsebességvektor
altal kifeszitett [z(F,&)] sikban fekszik, és a palyagorbe P pontbeli gérbileti
k6zéppontjanak iranyaba mutat. A palyagtrbe P pontbeli simulésikjat a tangen-
cidlis és normal irAny( gyorsulas-6sszetevék hatarozzak meg. A szamitast lehet
egyszer(siteni, ha figyelembe vessziik, hogy a tangencialis gyorsulas-0sszetevé a
P pontbeli pillanatnyi sebességgel azonos iranyl; ez esetben a palyagorbének
adott pontjaba rendelt Frénet-féle vektorharmas bazisvektorai és a mozgas kine-
matikai jellemz6&i kozott a kdvetkezd dsszefliggések allithatdk fel:

= P
° |CT) x_'(P)|
0™l
=(P)
a
—=P) _ %o
Vo —F) (170)
v0
P _ =(P),, (P
o =% XV

ahol a harmadik vektor a binormalis iranyl egységvektor. Ismét hangsulyozzuk,
hogy a gdmbmozgas, a kinematikai jellemzék szempontjaboél abban kilénbozik a
sikmozgastol, hogy a szdggyorsulas-vektor és a szdgsebesség-vektor altalaban

véve nem azonos iranyu, vagyis nem esnek egybe a [7(F,&)] és [z (F,&)] sikok. A
két sik egymassal bezart § szoge a normalisaik segitségével szamithato:

B (a) xr.(P))x (5 xf(P))
0 = arccos |agl xIFi<P>| |§il>< ﬁ£P>|

(171)

6 akkor lesz nulla, ha a vizsgélt testpontok a [ﬁ(F,g)] sikban fekszenek, vagy

pedig ha a mozgastérvény kdvetkezményeként egy adott idépillanatban azonos a
szbgsebesség-vektor és a szdggyorsulas-vektor iranya.
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B. Matrixmddszer

A matrixmodszer alkalmazasa a rogzitett Sy és a testhez kététt, mozgd S, koor-
dinata-rendszerek kozotti kapcsolatra, valamint a sebesség matrixos formaliz-
musara épul A korabbiakhoz hasonléan itt is a sebességmatrix id6 szerinti
derivalaltja eredményezi a gyorsulasmatrixot.

A gyakorlati szamitasok szamara az a legcélszeriibb ha a gyorsulasmatrixot a
rogzitett Sy koordinata-rendszerben irjuk fel, de a képletekben a tekintett testpont
S; koordinata-rendszerbeli koordinatait hasznaljuk, mivel ezek idéfiiggetlen
mennyiségek. Emiatt a sebesség (150) alatti el6allitasabsl indulunk ki, és ezt
derivaljuk az id6 szerint.

a,,
a,, d*Mm,, dM,, dM, dm,, dM
* = 20 Mab b1 0 —be1+ 0 Mab 2L
a, dt dt  dt dt dt
0
dM,, dM, d’m, dM,, dM
—O—b b1+M0a—2bel Oa—b—b:L
dt dt dt dt dt
Xl
+dMUaM -de1+|\/| dMm, dM,, d’M,, | | Vs
dt * dt “ dt dt e g2 z,
1
(172)

A (172) képletben szerepld matrixokat a (137), id6 szerinti elsé derivaltjaikat
pedig a (151) képletek adjak. Az id6 szerinti masodik derivaltak a kovet-
kez6képpen alakulnak:

—siny -cosy 0 O —cosy siny 0 O
d’M,, .| cosy -—siny 0 0| I-siny —cosy 0 O
a7 o o ool o 0 00
0 0 00 0 0 00
0 0 0 0 0 0 0 0
d’™M, |0 -sinf -cos® 0 G2 0 -cos@ sine O
de o cose -sing ol |0 —sine —coso 0
0 0 0 0 0 0 0 0

102



A gdmbmozgas

EME

—singp —-cosep 0 O —cosp sing 0 O

d*M,, .| cCos¢ -sinp 0 0| ,|-sing —cosp 0 O
a7 o o o0/ % o 0 00
0 0 00 0 0 00

(173)

A (172) képlettel torténd szamitas, figyelembe véve az alkalmazandd (137),
(151) és (173) matrixokat, elsd latasra kényelmetlennek tlinhet; ha viszont ezt a
formalizmust egy mechanizmus mozgd elemének szamitdgépes elemzésére
hasznaljuk fel, akkor vitatahatatlan a matrixos modszer elénye. A vektoridlis alak
és a matrixos alak egyenértékiisége a (154) egyenlet id6 szerinti derivalasaval
igazolhaté. Valéban

a, =£(VO)=£((I)0 ry )= [E(I)o)ro +@, i(ro)z M +@,@, r, (174
- odt dt - dt - dt — - -
ami nem mas, mint a (161) képlet matrixos alakja, az allé koordinata-rendszerben
tekintve.

A mozgorendszerhez viszonyitott gyorsulaskoordinatak meghatarozasara a
koordinata-transzformacioval lehetséges. A (172) képletbdl kiindulva kapjuk, hogy

axl axo
a a, d’m,, dM,, dM, dMm,, dMm
" :Mlo ’ :Mlo —20 a My + ° —be1+ : Mab 2
a, a,, dt dt dt dt dt
0 0
2
+dMOa dMab Mb1+M0a d IVIZab Mb1+M0a dMab del +
dt dt dt dt dt
1
2
+dM0a Mabdel +M0a dMab del +M0aMabd '\/2|b1 yl
dt dt dt dt dt z,
1
(175)

Ez a szamitasi mod csak akkor hasznalhatdé, ha mar ismerjiuk mind a szog-
sebesség-, mind pedig a sz6ggyorsulas-matrixot az allé koordinata-rendszerben.

Ha felirjuk a szdgsebesség- illetve szdggyorsulas ferdeszimmetrikus matrixait
az allo rendszerben, akkor a (159) o©sszefugést is figyelembevéve a (174)
matrixegyenlet a kovetkezé alakba irhato at:
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a, = LlO a, = LlO('SO I, tw, w, [0): LlO & L01L1o I tw, L01L1ow0 L
E E E
= LlO & L01 LlO ot LlO W, L01 L1o W, L01 L1o h=¢r +w,
—_ —

£
=
1=
1N

B r @1 @1 r

(176)

2.3.3.7. A gyorsulaspélus lehetséges helyzetei

A gyorsulaspélus a mozgé testnek az a pontja, amelynek egy adott id6-
pillanatban zérus a gyorsulasa. A sikmozgas vizsgalatakor igazoltuk, hogy ennél a
mozgastipusnal mindig létezik az all6 és mozgd polusgorbe. A gdmbmozgas ese-
tében, tekintettel a gémbmozgas sajatossagara, a mozgéas polusa mindig kielégiti a
nulla gyorsulas feltételét. Felvetédik azonban, természetes moédon, az a kérdés,
hogy van-e a helytallé pont koril forgd testnek mas olyan pontja is, ahol zérus érté-
ki a gyorsulas. A kérdés megvalaszolasa a

8 =08 xF, +@,x(@,xF,)=0, ie{0;1} (177)
feltétel teljestlésének vizsgdlatat igényli. A vizsgalatot a helytallé koordinata-rend-

szerben végezzik el. Ha i =0, a vektoridlis szorzatok kiszamitasa utan a kovet-
kezd alakot Olti a (177) egyenlet:

€y, Zo— &5 Yo o, X, 0

£, Xo =&, Z, | +| @, (“’xo Xy + 0, Y, +0, zo)— Yo (a)fo +o; +a)220)= 0

&y, Yo — &y, Xo @,, z, 0
(178)

A (178) matrixegyenlet a kovetkez6 homogén lineéaris egyenletrendszerrel lesz
egyenértékl, melyben a gyorsulaspolus Xo, Yo, Zo koordinai az ismeretlenek:

2 2 _
— (a)yO +to,, )X0 + (a)XO O, —&, )yo + (a)ZO o, *+&, )Z0 =0
2 2 _
(a)XO o, +&, )X0 - (a)ZO +o, )y0 + (a)y0 ®, —&, )Z0 =0 (179)
2 2
(a)xo a)Zo _EYO )XO + (a)Zo a))’o + gxo )yO - (a)xo + w)’o )ZO = 0

A helytall6 pont koordinatai a fenti egyenletrendszer trivialis megoldasa. Egyéb,
a ftrivialistol eltér6 megoldasok keresésére feltételezhetd, hogy a rendszer
fématrixanak rangja kisebb, mint 3 (ha zérus az egyutthatomatrix determinansa). A
rendszer fédeterminansa a kdvetkezd:
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2 2
_(a))’o +a)20) a)xo a)YO _820 a)Zo a)xo +8YO
— (.2 2 _
A=lo, o, +¢&, (a)ZO +a)X0) O, 0, =& (180)

2 2

a)Zo a)xo _83’0 w)’o a)Zo +8X0 _(wxo +a))’o
A determinans kiszamolasakor el lehet egymastél kiloniten a kizarélag sz6g-
sebesség-koordinatakat tartalmazé tagokat, és a vegyes tagokat. Az eremény
jelentésen egyszer(isddik, ha figyelembe vessziik, hogy az w-at 6nmagaban tartal-

mazo tagoknak zérus az 6sszege, igy a fédeterminans szamitasi képlete a

A=2¢, ¢, 0,0, +2¢, &, 0, 0, +28, & O, O, —

2
Xo

2 2 2 2 2
(a))’() + a)zo )_ 8)/0 (a)zo + a)xo )

2 2 2
_820 (a)xo +a))’o )_8
lesz. Teljes négyzet alaku kifejezés létrehozésaval a fenti determinans szamitasat
tovabb lehet egyszerilsiteni. Figyelembe véve a vektorszorzatként felirt vektorok
skalaris szorzatanak képletét, vagyis

(Exb)-[cxd)=(a-¢)-(o-d)-(a-d)-[o-¢)
a szamitott fédeterminans a kévetkezé alakra hozhato:
A= (a)X08XO +o, 8, +0,8, )2 —W &y — Wy Ey —0) E5 =

2

2 2 2 2 2 2 2 2 _
_gZO(a)XO +to), )—SXO(a)yO +o;, )—gyO(a)ZO +a)XO)_

(181)

2
X0

2 2 2 2 2 \_
%0 €xo vo&Vo +a)y0+a)20)(€xo+€y0+820)—
:(660'50)'(6)0'50)_(@0'660)'(‘2':0'Eo)z_(@oxgo)'(@oxgo)

A (181) képletbdl vilagosan latszik, hogy a (179) egyenletrendszernek akkor, és
csak akkor lehetnek a trivialistdl eltéré6 megoldasai, amennyiben a szégsebesség-
vektor és a szoggyorsulasvektor vektoridlis szorzata nulla. Ez a kovetkezd
esetekben lehetséges:

a.) a szogsebesség-vektor nulla;

b.) a széggyorsulas- vektor nulla;

c.) a szbgsebesség- és szbggyorsulas-vektorok egyiranydak.

Az a) esetben, figyelembe véve a poélus tulajdonsagat, a test nyugalmi alla-
potban van, a b) esetben pedig a sz6gsebességvektor idében allandé kell legyen,
ami helytall6 tengelyli mozgasra (forgo- illetve csavarmozgasra) vezethetd vissza,
ennélfogva e két eset nem jellemzd a gdmbmozgasra. A kdvetkezdkben a c) eset
koévetkezményeit vizsgaljuk.

A vizsgdlat soran tekintsik az @,,&, vektorok koordinatait a (142), illetve a

:( g, +o, & +a)20520)2—(w

(162) képletek alapjan. Amennyiben a két vektor tartoegyenese kdzos, koordinataik
aranyosak, tehét felirhatd, hogy:
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= = (182)

Tegylk egymassal egyenlévé az els6 és a masodik, illetve az elsé és a
harmadik tortet. A szamitasok elvégzése utan, ezeket nem részletezziik, az alabbi
differencialegyenlet-rendszert kapjuk:

0%y —6 $sind —0%pcosO +0 ¢sind +¢? ysin?0 =0
(1/79—tpé)cosz//+(¢9—<pé)cos€cosu/+(q7¢—tp(p)sinesim//— (183)
—(b(éz —y)z)sinecosw+0'(y)2 —¢?)siny — @2y sinf cosf cosy =0

A (183) nemlinearis masodrendi differencialegyenlet-rendszer harom ismeretlen
fliggvényt tartalmaz. Kévetkezésképpen, még abban az esetben is, ha netan ismert
az egyik fuiggvény a harom kozil, egy masodrendi, kétismeretlenes differencial-
egyenlet-rendszert kapunk. Ez azt valdszinisiti, hogy végtelen sok olyan specialis
eset lehetséges, amikor a gémbmozgas soran kbézés a szbgsebesség- és a szog-
gyorsulasvektorok tartéegyenese, ennélfogva létezik a gyorsulas-pélustengely.

Vegyilk észre, hogy zérustél kiilonbézé a (180) determinans elsé eleméhez
tartozé aldeterminans:

2 2
- (wyo T, ) Wy, Wy, ~ &y 2 2 4 2 2 2
A= ) , =@y, 0+, to, 0, +&,  (184)
o, o, +¢, —\o, +o
0 Yo ) ) Xo

Ennek alapjan a (179) egyenlet megoldhaté a z, =4, 1 €R paraméterre. A

megoldas nem mas, mint a keresett, zérus gyorsulast pontok mértani helye az
all6é koordinata-rendszerben, azaz a pillanatnyi gyosulas-pélustengely:

-\, o, +¢& o, O, —&
( Zp " Xo YO) Xo Yo z
X (1)=1 —(a)yo o, —8X0) -(@?, +a)2XO(>
0 - Al
_(a)flo +CO§0) _(wzo a)xo _EYO) ‘
_ a)xo wYo +820 _(a)YO 0)20 _8><o
Yo(4)=4 (185)
Al
z,(1)=1
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2.3.4. A merev test szabad mozgéasa

2.3.4.1. A mozgés leirasa

Merev test akkor végez szabad mozgéast, ha nincsenek mozgast korlatozo kény-
szerek. igy mind a hat szabadsagfok megmarad. Ez azt jelenti, hogy a test egy tet-
szbleges pontja szabadon mozoghat a térben, mikézben a test az illet6 ponton
athaladé, idében valtozé iranyd tengely korul is foroghat.

A kordbbi esetekhez hasonléan, a mozgast egy helytallé (abszolat) S, koor-
dinata-rendszerben vizsgaljuk, mig a test geometrigjat a testhez kotott, vele egyuitt
mozg0 S, koordinata-rendszerben adjuk meg. lly médon a mozgés vizsgélata a moz-
g6 koordinata-rendszer alléhoz viszonyitott mindenkori helyzetének ismeretén alapul.

Egy test helyzete a térben egyérteimiien meghatarozott, ha ismerjik harom,
nemkollineéris pontjanak koordinatait. Jeldlje ezeket a pontokat rendre A, B, C

koordinatéit pedig Xa, YA, Za, Xs, Vs, Z8, Xc, Yc, Zc. Mivel a test merev, az ABC
haromszdg alakjat és méretét a mozgas soran meg6rzi, tehat az oldalak hossza
nem valtozik:

\/(XA_XB)2+(yA_yB)Z+(ZA_ZB)2 :E:Cl
\/(XB—xc)2+(yB—yC)2+(zB—zC)2 =BC=C, (187)
\/(Xc_XA)Z"'(yc_yA)Z"'(Zc_ZA)2 =C_A=C3

A (187) egyenletek a kilenc koordinatara elSirt és a test merevségét kifejezd
harom kényszerfeltételt jelentik. Kbvetkezésképpen a fennmaradéd szabadsagfokok
szama hat, vagyis az 0sszes lehetséges. A szabadsagfokok geometriai jelentését
a 36. abran szemléltetjuk. Leolvashaté az abrarél, hogy nem lehet mind a hat
szabadsagfokot két ponthoz kétni. Tételezzik fel ugyanis, hogy az A pont szaba-
don mozoghat, azaz harom a szabadsagfoka. Barmelyik pontot valasztjuk is hoz-
za, — mondjuk a B pontot — kiderul, hogy annak mar csak két koordinatajat lehet
szabadon megvalasztani, mivel a harmadik abbdl kdvetkezik, hogy az AB oldal
hosszusaga éallandd. Feltételezvén, hogy Xs, és ys fliggetlen, a zs koordinata a
(187) els6 egyenletébdl kdvetkezik.

Tovabba képzeljuk el, hogy az A és B kdzéppontokkal két olyan gémbdét szer-
kesztlink, melyek sugarai az AC, illetve a BC oldalak hosszaval egyenl6. A két
gémb metszésvonala egy kor, amelynek egyik, tetszéleges pontja lesz a harom-
sz6g harmadik, vagyis C cslicsa. A C cslcs helyzete a kérén mar egyetlen para-
méterrel, példaul adott értéki kdzponti szdggel adhatdé meg.

A fentiek alapjan egy konnyen atlathaté geometriai jelentés rendelheté a merev
test szabad mozgasa esetén a mozgas hat szabadsagfokahoz.

A merev test szabad mozgasanak masik lehetséges geometriai leirasa a gémb-
mozgéason alapul. A 37. dbra a vizsgalat targyat képez6 merev testet, az allé Sy és
a mozgo S; koordinata-rendszereket is szemlélteti.
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%o (4 szabadsiohok) |, C'pertoni helye

A v
- B kazepponty
|
(3 szabodsagfok) oBvanh
”A” /cé'zéﬁoonfcf
Qbmb

36. dbra
A szabadséagfok geometriai értelmezése altalanos mozgas esetén

A merev test C pontjdhoz (az S; koordinatarendszer origéjahoz) egy tovabbi, a

Cx’'y’z’ koordinata-rendszert kotjik. Ennek tengelyei, feltevés szerint, parhuzamo-
sak maradnak a mozgas sordn az S, koordinata-rendszer tengelyeivel. A merev
test mozgasanak leirasahoz ismernink kell a C pont mozgasat — ez harom hely-
koordinata ismeretét tételezi fel és harom szabdsagfokot jelent —, tovabba a merev
test mozgasat a Cx'y’z’ koordinatarendszerben. Ez Gjabb harom koordinata és
tovabbi harom szabadsagfok. Koévetkezésképp a mozgastorvényt az alabbi
egyenletek jelentik:

{Xé°)=f(t) yo'=gt)  z7=h(t) (188)

v =y(t) 0=0(t) @ =0(t)
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37. abra. 38.4bra.

Az alkalmazott koordinata-rendszerek Az altalanos mozgas értelmezése
Euler-szégekkel

2.3.4.2. A merev test egy pontjanak palyagorbéje
A. Vektormodszer

Ismertnek tekintjik a merev test tetszélegesen valasztott P pontjanak koordi-
natait a mozgd S; rendszerben. A valasztott pont palyagorbéjének parametrikus
egyenleteit Ugy kapjuk meg, hogy a (188) mozgastorvény kihasznalasaval felirjuk a
P pont koordinatait az all6 S, rendszerben. A 38. abra alapjan felirhatd, hogy a
valasztott pont helyvektora, az allé koordinata-rendszerben, mindig a mozgérend-
szerbeli helyvektor, valamint a mozgé origé helyvektoranak dsszege:

B =R+ 57 =) T, +9(®)], +hk +x7 T+ [, +27k (189)

Az Fép)helyvektor idsfliggs. Az F\°) mozg6 origé helyvektor koordinatai az f, g, h

idofiggvények. A tekintett testpont 5 =xP T, +y®j, + 2% k, mozgé koordinata-
rendszerbeli helyvektora csak a mozgé koordinata-rendszerhez viszonyitva kons-
tans, mivel a forgas miatt az i,,]j,,k, bazis idéfiiggd. Nyilvanval6 a 38.-as abra

alapjan, hogy a Cxiyizi-bél a Cx’y’z’-be valé transzforméacié ugyanaz, mint a
gbmbmozgas esetén a mozgd rendszerbdl az allé rendszerbe térténé koordinata-

részmatrixokat, a mozgérendszer bazisanak idéfliggvényei a kdvetkezéképpen
szamithatdk:

109



2. Fejezet. Merev testek kinematikaja

EME

To 'Tl To 'Il r0' kl 0
by Jordy Jock, O
Ml‘l = —'0 —.'l —'0 —'l —'0 -'1 = MOa Mab Mbl
ko'll ko'Jl ko'kl 0
0 0 0 1
[cosy cose — | —cosy sing — ! b
WERSEm A TE YT | sinysing 10
—siny cosdsing | —siny cosfcose | |
singcosp+ I =sinysinp+ | T
= . . I —cosysing 1 0 (190)
+CoSy cos@sing | +Ccosy cosfCcose | '
sindsing I'sindcosp 1cos® ro
——————————————— ey
10 10 10 11

A (190) matrix els6, masodik és harmadik oszlopanak els6 harom eleme rendre
az Tl, J.. és Kk, egységvektorok koordinatai. Nyilvanvalé, hogy ezek a koordi-
natdk az Euler-szégeken keresztil figgnek az idétél. A teljesség kedvéért kilon is
Kiirjuk az egységvektorokat az allé rendszerben:

i, =(cosy cosgp —siny cosHsing) i, +
+(siny cosg +cosy cossing) j, +sindsing k,
i, =(~cosysing—sinycosfcose) i, + (191)

(~siny sing +cosy cosfcose) |, +sindcose k,

k, =sinysind i, —cosysing j, +cos6 k,

A vizsgalt P pont (189) alatti helyvektora a (191) egységvektorok helyettesitése
utan a palyagorbe vektoregyenlete:

£ = [f(t)+ x” (cosy cosg —siny cosBsing) +

+y® (~cosy sing —siny cosfcosg) + 27 sinysing |7, +
+[9(t)+x") (siny cosg + cosy cosOsing) + (192)

+y® (~siny sing +cosy cos@cose) -z cosysind | j, +
+[h(t)+x® sindsing +y® sindcose + 2" cos] k,

Belathatd, hogy a palyagérbe egyenletei meglehetésen bonyolultak.
Ugyanakkor észrevehet6, hogy a (192) vektoregyenlet barmely testpont palya-
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gorbéjének kiszamitasara alkalmas, ha a P pont mozgdrendszerbeli koordinatait a
megfeleld pont koordinataival helyettesitik.
B. Métrixmddszer

A matrixmddszer alapja a mozgd és allé koordinata-rendszerek kozotti koor-
dinata-transzformacié. Figyelembe véve azt, hogy a mozgas soran a helytallo és
mozgoérendszer kélcsénos helyzete valtozik (38. abra), kdnnyen belathaté, hogy a
tetszélegesen valasztott P testpont allé rendszerbeli, id6fliggd koordinatai képezik
az altala leirt palyagorbe parametrikus egyenleteit. A mozgoérendszerbél az allé
rendszerbe val6 atalakitas matrixegyenlete:

rh=My, M, r, (193)
ahol
10 0 x\¢ 1 0 0 f(t)
M0 10 y@|_[0 1 0 gt)
“ o0 1 z9 [0 0 1 h(t)
0 00 1 0 00 1

M., pedig a (190) rotaciés matrix. A matrixszorzas eredményeként kapjuk az M,
transzformaciés matrixot:

[ cosy cosg — | —cosy sing — ! . ! 1
. N 1 sinysing 1 f(t)
—siny cosfdsing | —siny cosfcosg | !
singcosp+ I —sinysinp+ | R
M, = VERY o Ve : —cosy siné : g(t) (194)
+Cosy cosfsing | +cosy cosfcosg, '
sinGsing | sindcosp | cos@ | hit)
S S e [ B
] 0 ! 0 ! 0 1
Ezzel a palyagdrbe matrixos alakja:
Xo(t) Xip)
Yo(t) 7
=M
Zo(t) 01 ng) (195)
1 1

Ha a merev test szabad mozgasa esetén a palyagdrbe egyenletét nem az
Euler-szdgekkel, hanem a koordinatatengelyek koriili forgasok szégeivel kivanjuk
felirni, akkor a transzformaciés matrixot a fentebb bemutatott médon szamitjuk,
azzal a kilénbséggel, hogy ekkor az Sy segédrendszer és az S; mozgoérendszer
kozotti transzforméacié matrixat a 32. abra alapjan levezetett (132) képletek
segitségével irjuk fel.
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A vektor- és a matrixmddszer 6sszehasonlitasa kapcsan ismét hangsulyozzuk,
— mint ahogyan azt az eddig vizsgalt mozgéastipusok mindegyikénél megtettiik —,
hogy a matrixmodszer f6 elénye a rendszerezettsége, és kdnnyebb algoritmizal-
hatésaga gépi szamitasok esetén.

A (194) métrixra a kdvetkez6 felbontast alkalmazzuk:

COSY COS @ — i —Ccosy sing i siny sing io
—siny cos@sing | —siny cos@cose | !
 o| _ SwesseSasing T,

% | +cosycos@sing | +cosy cosOcose | !
~sinfsing | sinfcosp ] cos® 0
"""" o 1 o o 1 (196)
000 fO 0 f(t)
_0_'_9 I_O___g_(t_) [R01] 0 + [03 3] g(t)
O:O:OLh(t) 0 h(t)
01010: 0 0 001 0 00 1

A képletben all6 R, az Mo matrix rotaciés része, vagyis az iranykoszinuszok

alkotta 3x3-as matrix, az Os3 pedig a 3x3-as zérusmatrix. A fenti felbontas
figyelembevételével a (195) alatti mozgastorvény (a palyagorbe egyenlete) az

0 HONIESS o x| [f(t)
[R01] 0 [033] g(t) yip) _ [R01] 0 ng) g(t) _ P ()
ol w2 ol[2 || h)| 7% T
1 1
0000|000 1 111000 0| 1] |1
(197)

ahol Qgp)a P pont mozgérendszer C origéjahoz viszonyitott helyvektoranak, [f)c)

pedig a C origé helyvektoranak homogén koordinatait tartalmazé matrixai,. Mind-
kettét az allo rendszerben kaptuk meg.

A (197) képlet — mechanikai tartalmat tekintve — megegyezik a vektorméd-
szerrel felirt (189) egyenlettel. A képletben allé valamennyi helykoordinatat a helyt-
allé rendszerben irtuk fel. Megjegyezziik, hogy a vektormddszer alkalmazasakor
kildn gondot kellett arra forditani, hogy a miveletekben szereplé vektorok
ugyanazon koordinata-rendszerben legyen kifejezve. A matrixmddszernél ez nem
jelent gondot — a transzformaciés matrix eleve tartalmazza az iranykoszinuszokat.
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2.3.4.3. A sebességeloszlas
A sebességeloszlas a helyvektor (mozgastorvény) id6é szerinti derivaltja. Ennek
szamitasa a vektor- illetve matrixmddszer alkalmazasa esetén a (189), illetve a
(195) képletek id6 szerinti derivalasat igényli.
A.Vektormodszer

A helyvektor derivalasanal figyelembe vesszik, hogy a ﬁfp) mozgoérendszerbeli
helyvektor csak az iranyat valtoztatja, abszolit értékét nem, tehat csak a mozgd
koordinata-rendszer egységvektorait kell derivalni. Ezek szamitasa a (30) alatti
Poisson-féle képletek értelemszer(i alkalmazasat igényli. A szamitasokat az alabbiak
részletezik:

VP =B = E0 4 B <HOT, + 00T, + AR, +x7 T, 4y ], + 20K, =

)

) 4 x{®) (c?) X Tl)+ yP (c?) X L)+ Al (c?)x El)z
) + @ x (xf) iy, 2z Rl)z Vi + @ x p

(198)
A (198) képletben:
. \75)0) — a mozg6 koordinata-rendszer C origdjanak sebességvektora;
e ©» —a C mozgo origéhoz kotéttnek vett szégsebesség-vektor;

o /31(13) — a vélasztott P testpont helyvektora a mozg6 C origéhoz képest.

Innen vilagosan latszik, hogy a sebességvektor két részbdl all:

« A mozg6 koordinata-rendszer origéjanak elmozdulasabél adédé V.’
sebesség-0sszetevohdl;

¢ A mozg06 koordinata-rendszer origéjan athaladé pillanatnyi forgastengely
korili, elemi elfordulasbél adéds, @ x p!™ dsszetevobol.

Mivel a mozgastérvény matematikai megfogalmazasaban az elfordulas forma-
lisan azonos a a gbmbmozgas kapcsan bevezetett elfordulassal, a pillanatnyi
szogsebességvektor komponensei az all6 rendszerben a (142), a mozgdé rend-
szerben pedig a (143) képletekbdl szamithatdk. A (198) képlet alkalmazasakor
minden vektort ugyanabban a koordinata-rendszerben — ez akar az allg, akar a
mozgo is lehet — kell felirni.

Amennyiben a sebességet az all6 koordinata-rendszerben akarjuk felirni, az @
vektor (koordinatait a (142) képletbdl (az S; rendszer egységvektorait a ﬁl(P) eléal-

litasaban pedig a (191) képletbdl kell helyettesiteni:
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VP = f(t)i, +g(t)], + h(t)k, +

+, x {(cosy cosg —siny cosOsing) x*) +

+(=cosy sing —siny cosfcosp) y* +(siny sing)z” i, +

+[(siny cos g + cosy cosHsing) x”) + (199)
+(—sim//sin<p+cos<ocos€cos<o)y§ (cosu/sme )2P]7, +
+[sinosing) x? + (sin6 cosp)y ™ +(cos) 2 | k, |

Ha a sebességvektort a mozgo6 S; rendszerben akarjuk felirni, akkor a szégse-
besség-koordinatakat a (143) képletbdl, az all6 koordinata-rendszer egység-
vektorainak koordinatait pedig a (190) alatti matrix ortogonalitasat figyelembe véve,
annak soraib6l, — mindig az elsé harom elemet véve — kell helyettesiteni:

U = f(t) [(coswcow —siny cosfsing)i,
+(~cosysing —siny cos@cose) j, +s(inysing) El]
+9(t) [(siny cos + cosy cos@sing) i, +
+(=siny sing +cosy cos@cosg) j, +(~cosy sing) El]+
+h(t) [sinesimp i, +sind cose j, +cos@ E1]+a3>< PP =
= [f(t)(coswcow—sim//cosesingo)+
+9(t)(siny cos + cosy cos@sing)+ h(t) sindsin (p] [
+ [f(t)(—cosz//singo—sint//cosecos<p)+
+9(t)(~siny sing +cosy cosf cos )+ h(t)sin@cow] i+
+ [f(t)sin wsin@ —g(t) cosy sing + h(t)cos@] k, +@x pP
(200)
A fenti két Osszefliggés viszonylag bonyolult szerkezetli. Az egyszerlbb

attekinthet6ség végett célszer(i konkrét esetben a (198) képletet alkalmazni, Ugy.
hogy a képletben szereplé valamennyi vektort ugyanabban a koordinata-rend-

szerben irjuk fel. A 39. abrarél leolvashat6, hogy pF) =F" —F!°, amivel a (198)
sebességképlet az all6 rendszerben a kovetkez6 alakot 6lti:

\7(()13) _ \7(()0) +a_j><(FO(P) _FO(C)) (C) ( © I‘(P )xa? =

=V +oxT") - x ro( V= + oxTP +T ) xd (201)
a forgasbol adédo osszetevd
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39. dbra.
A szdgsebességvektor nyomatéka

Hangsulyozni kivanjuk, hogy a (201) sebességképlet a merev test tetsz6-
legesen valasztott P pontjanak sebességét az allé koordinata-rendszerben fejezi
ki, és ehhez kizarélag all6 koordinata-rendszerben felirt vektorokat hasznal fel.
Valoban, a V' a mozg6 S, rendszer origéjanak sebessége, az @x (F” )=
=(F© —F®)x@ tag pedig a forgasbl adodo sebesség. Figyeljik meg, hogy az
utébbi vektorszorzat formalisan azonos az erévektor pontnyomatékanak kifejezé-

sévell Az o ugy viselkedik, mint egy olyan erd, amelynek tamadasi pontja a C
pont, a forgasbél adédo sebesség pedig akar a nyomaték. Az (FO(C) —FO(P)) a C pont
relativ helyvektora a P ponthoz. igy a forgasbél adodé sebesség nem mas, mint a
C pontba helyezett @ szogsebességvektor nyomatéka a P pontban. Témdren
Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a merev test szdgsebessége olyan eréként
viselkedik, amelynek sebesség a nyomatéka. Ennek figyelembevételével a (201)
alapjan a

VO =0 +@x(F© -F)

modon irhaté egyenletnek (a sebességek kdzotti 6sszefliggésnek) a kdvetkezé az
olvasata: ha ismerjiuk egy adott pontban (jelen esetben a C pontban) a sebességet
(az er6 nyomatékat), és a szogsebességet (az er6t), akkor egy masik pontbeli
(jelen esetben a P pontbeli) sebesség (nyomaték) ugy szamithatd, hogy az adott
pontbeli (jelen esetben a C pontbeli) sebességhez (nyomatékhoz) hozzaadjuk az
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adott ponthoz (jelen esethen a C ponthoz) kétottnek tekintett szogsebesség (erd)
nyomatékat a masik pontra (jelen esetben a P pontra).

Ez az eredmény a merev test barmilyen mozgasa, vagyis az eddigi mozgasok
barmelyike esetén valtozatlanul érvényes.

A fent elmondottakat a fogaskerék kapcsolddas vizsgalatdban az alkalmazott
koordinata-rendszerek origoira felirva alkalmazzak. Visszatérve a (201) képletre és
a 39-es abrara belathaté hogy @ x rO(P) a helytallé koordinata-rendszer origojahoz
kotottnek tekintett pillanatnyi  szégsebesség-vektortdl szarmazé sebesség-
komponens, m, (éc)zfo(c) x@ pedig a C ponthoz kotéttnek gondolt szégsebes-
ség-vektor nyomatéka az O pontra.

A fent kijelentettek alapjan a sebesség adott koordinata-rendszerben valé
kifejezésére a kdvetkezd altalanos jellegl eljarast alkalmazzak: a szogsebesség-
vektort, illetve a szdgsebesség-vektorokat a kezdeti tdmadasi pontjukbol a

kivalasztott koordinata-rendszer origéjaba helyezik at, és az Uj helyzet alapjan
felirhatd V") =V\®) + &= 7" sebességet kiegészitik a C ponthoz kotottnek vélt
szbgsebességvektor nyomatékaval az O origéra nézve.

B. Matrixmddszer.

A métrixos szamitas az ') =

M., Q(lp) koordinata- transzformacion alapul.

Az S;-bél Syp-ba torténd transzformacié Mo matrixat a (196) 6sszefiiggés alapjan
két részre bontva alkalmazzuk:

0 f(t)
[E)P) — Ro1 0 + O3,3 g(t) Q(lF’)
0 ht)|| =
0 00O 000 1

Az id6 szerinti derivalas a kdvetkez6 miveletek végrehajtasat igényli:

4 0 f(t) g 0 f(t)
. Ry | 0] | O 3O || e _|| 77 Roe | O] o0, [9(D)
vP — P _ [ t 01} " ss 9 ®) {dt 01} )|
Vo Lo d 0 h(t) 91 0 91 h(t)
0 00 O] 00O O 0 00O 0

Innen
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vie' | % f(t)
V(P) o (P) d g(t) d
(P _ o |70 |= (P) — (P) (C)
Vo' = VEE) - 2(()P) - a(l—m) gl + h(t) - a(l—m) gl +V, (202)
0 0 0

A fenti képlet vilagosan mutatja a korabbi eredményt miszerint a szabad moz-
gast végz6 merev test tetszéleges pontjanak a sebessége két sebességvektor 6sz-
szege: az elsd a merev test egy kivalasztott pontjanak sebessége (jelen esetben
ez a mozg6 koordinata-rendszer C origéja), a masodik pedig a C ponthoz viszonyi-
tott forgasbdl adodd sebesség. Mivel semmilyen megkotést nem tettiink a C pont
kivalaszasat illetéen, a szabad mozgast végzé merev test esetében egyszer( végte-
lenségnyi a mozgastorvény felirasara vontkozo lehetéségek szama. A gyakorlo
mérnok tehat, egy konkrét alkalmazasban azt az alakot kell, hogy kivalassza,
amelyik a lehetd legegyszeriibb szamitasi képletekre vezet. A (202) 6sszefliggés
alkalmazasa feltételezi, hogy ismert a merev test mozgoérendszerbeli geometrigja (a
p, ismerete minden testpontra), az Lo rotaciés matrix derivaltja, illetve a C origo
sebessége (azaz ennek a helyzetét megadoé f, g, h koordinatak idé szerinti derivalt-
ja). A gyakorlati feladatok vizsgalataban ez a képlet ajanlott, egyszeriisége és
attekinthet6sége miatt.

Ha a sebességképlet minden tagjat az allé rendszerben o6hajtjuk kifejezni, akkor
(P)

aQ, oszlopmatrixot az allé rendszerbdl kell attranszformalni:
000 x©
00 0 y9
(GO (P) _ 1 (P)
Q = My I =| L+ 00 0 Z:(lo) o (203)
000 O

Emlékeztetésiil megjegyezzik, hogy a fenti képletben szereplé Mo inverz-
matrix Lio forgatorésze az Lo rotaciés matrix transzponaltja, a transzlaciés rész
utols6 oszlopa pedig az O origd koordinatait tartalmazza a mozgd koordinata-

rendszerben. Ezek kifejezéseit az eredeti Mgy, matrix megfeleld oszlopainak
skalaris szorzatabdl nyerik, a kovetkez6képpen:

X =-Mi}) "M

v =—(M) My (204)
T

27 M) Mg
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A (204)-ben az M) jelolés az Mo maétrix i-edik oszlopat jelenti, a felsd

indexben allé T pedig a transzponalas jele.
Ha a (203) relaciot a (202)-be helyettesitjik, akkor a sebességmatrix képlete a
kovetkez8képpen alakul:

0 00 x
d 000 y°
P) _ 1 ) 4 y(©
Vo (ELOIJ I—10"' 000 Zgo) o +v
000 O
0 00 x9
d d 00 0 yo©
za(L01)L10£E)P)+a(L01) 00 0 Z(lo) rE)P)"'Vf)C)
1
000 O

A gdémbmozgas vizsgalatakor igazoltuk, hogy (d M,, /dt)M10 =@, . Erdemes

azt is felidézni, hogy a gbmbmozgas esetében egybeesik az all6 és a mozgo6-
rendszer origéja. Ez azt jelenti, hogy a transzformaciés matrix tiszta forgatomatrix,
azaz megegyezik formalisan a szabad mozgas esetére érvényes transzformacios
matrix forgatorészével. Ennek alapjan

d d -
(EMMJMIO = (aLm)Lm =W,

Kihaszndlva az utdbbi képletet azonos atalakitasokkal folytatjuk a levezetést:

X§O) XEO)

(0) (0)
®_~ ¢ d Yi © _~ ., d Yi ©
vV, =w, I, +—L +V, =w, r, +—L,, L, L +Vv,’ =
-0 0 =0 dt 01 Z:(lo) -0 0 =0 dt 01 lOA 01 Z:(lO) =20

E
0 0
=@, I +@, Ly, r' +v!®

A tovabbiakban az L, [(10) kifejezés vizsgalatara forditjuk a figyelmet. Mivel az
Lo: homogén forgatomatrix, az L, [io)szorzat az O origé S; mozgo-rendszerbeli

koordinatait viszi & az X’y’z’C rendszerbe. Ez pedig nem mas, mint a CO
helyvektor harom koordinatéja az allé koordinata-rendszerrel parhuzamos helyzeti

X’y'z’C rendszerben. Tekintettel a CO+0C =0 Osszefliggésre is nyilvanvalé,
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hogy a C pont allérendszerbeli koordinatait kapjuk ellenkezd eljellel. igy felirhato,
hogy
Lo [50) = _£(1C) )

és ezzel a sebességképlet matrixos alakja a kévetkezd lesz:
v =V @, (1 -1 )= v + @1 - @, 1l (205)

A (205) képlet a vektormodszerrel levezetett (201) dsszefiiggés matrixos alakja.
Az elsé egyenl6ségjel utani masodik tag valojaban a C ponthoz kotéttnek gondolt
szbgsebesség nyomatéka a P pontra, a masodik egyenl6ségjel utani kifejezés
kozéps6 tagja pedig a pillanatnyi szégsebességvektor nyomatéka az O origéra.

Természetesen ezt ki lehetett volna fejezni FO(C)QO alakban is, ebben az esetben —

a vektorszorzat szabalya szerint — az eléjel valtozott volna.
A sebességmatrix a mozgd koordinata-rendszerben a (205) képletet transz-

kezetét irhatjuk, hogy

P _ P) _ = rP) = r(©) ()
Vi =Ly Vo =Ly, g’ =Ly @, g7+ Vg

Amint azt mar tdbbszor lattuk, felhasznalva az 1. sz. Fuggelékben levezetett
L,, w, L, =w, osszefiiggést, szorozzuk meg a fenti egyenletben a ferdeszim-

metrikus @, matrixot, jobbrdl, az L, L,, —E matrixxal. Azonos atalakitasokkal
kapjuk, hogy:

P) _ ~ (P) -~ c ©) _
Vg. - LlO wO LOl I_10 [0 _LlO wO I_01 LlO [f) )+ LlO MO ) -
— —
E E
_ P) _ = (©) C)
=W, L1o LE) : -, L1o "+ LlO !f)
Vegyik figyelembe, hogy a P pont helyvektora C origé helyvektoranak és a

ﬁfp) helyvektornak ¢sszege. Fennall tehat a homogén koordinatakat tartalmazé
oszlopmatrixok tekintetében a

(P) _ ((C) (P)
o =l +90
egyenlet. Ezt is felhasznalva, megkapjuk a sebességmatrix végleges alakjat a

mozg6 koordinatarendszerben:

P) _ (©) (P) ~, (©) (I
VvV, =w, Llo([o +90 )_w1L10[o +L1o Vo' =

(206)
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2.3.4.4. A pillanatnyi forgastengely létezésének feltétele

Jogos feltenni azt a kérdést — hasonléan a sikmozgas, illetve a gbmbmozgas
esetéhez -, hogy léteznek-e a merev test szabad mozgasa estén olyan testpontok,
melyek sebessége zérus értékli a mozgas egy adott idépillanataban. Ha létezik
ilyen | pont egy adott id6pillanatban, akkor a két kiilénb6zd testpont sebessége
kozotti kapcsolatot add (198) képlet szerint fenn kell allnia a

VO +oxp =0 (207)

egyenletnek. Ahhoz, hogy a (207) egyenlet teljesiljon, az egyenletben szerepld
vektorok az alabbi feltételeknek kell, hogy eleget tegyenek:
a) a C mozgod origd sebessége ugyanolyan iranyd mint a forgasbél adodé
@ pl" sebességvektor;
b) A C ponthoz kotéttnek gondolt (V(C),é) vektorok altal kifeszitett sik a teret
két féltérre osztja. A ,5;') helyvektor abban a féltérben helyezkedik el

amelyben mindig fennall, hogy az & x p" iranyitasa ellentétes a V'°)
iranyitasaval (a két vektor el6jelben kilonbdzik egymastal).

c)a p!" helyvektor csak azokra az | pontokra mutathat, amelyre teljestil, hogy
0ol il )

A geometriai 6sszefliggéseket a 40.abra szemlélteti. Az a) feltétel kovetkez-
ménye, hogy, a V“'sebesség merdleges az & és p!' vektorok altal kifeszitett Q;
sikra, tehat

Ve 1p" és Vv L

Amennyiben ez a feltétel teljesil, az altalanos mozgéasnak a tdérvénye meg kell
engedje, hogy a valasztott C pont sebessége a pillanatnyi szégsebességvektorra
meréleges legyen. Ebben az esetben latszdlagos ellentmondéas mertil fel, a szabad
mozgas sajatositasa révén. Ha alaposabban megvizsgaljuk a merdélegességi
feltételt, ez teljesilhet, anélkiil, hogy a mozgas sikmozgassa (a szodgsebes-
ségvektor iranya mindig meréleges barmely pont sebességére), vagy akar
gdbmbmozgassa (a nulla sebességli C pont sebességvektora elvileg merdleges
barmilyen iranyl szdgsebességvektorra) egyszerlisddne. A helytallé tengelyl
forgo-, illetve csavarmozgas eleve kizart. igy olyan mozgastorvény, amelynek
egyetlen megkotése, hogy a kivalasztott pont sebessége meréleges legyen a
mindenkori szégsebességvektorra, a szabad mozgas kategoriaba sorolhato.

A b) feltétel teljesitése abban all, hogy az | pont az @ xV'® vektorszorzat
iranyitasanak megfeleld féltérbe kell illeszkedjen. A 40. dbra szemlélteti az | pont
helyzetét. Az elsé feltételt is figyelembe véve a helyzetvektor és a C pont sebes-
ségvektora merdlegesek, igy az | pont lehetséges helye a v© sebességvektor
tartbegyenesére meréleges félsikra szikil.
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Nyilvanvald, hogy amennyiben |é-
tezik egyetlen | pont amelyre a c) fel-
tétel teljesil, agy az emlitett feltétel
egyszer(i végtelenségnyi pontra telje-
stlni fog, és ezen pontok mértani
helye egy, az @ szOgsebességvek-
tor tartbegyenesével parhuzamos
egyenes. A keresett mértani hely, a
pillanatnyi forgastengely
v
d="—r (208)
]

tavolsagra helyezkedik az @ szdgse-
bességvektortdl. Ezt az eredményt a
@; szog 90°-nyi ertekére kapjuk.

(1;)

Masrészt a p,” vektor, az |1, C
derékszdgli haromszég atfogdja, a . ~ 40abra o
(207) feltételnek eleget tesz. A pillanatnyi forgastengely lehetéségének

Az elmondottak alapjan leszogez- vizsgalata

het6, hogy amennyiben a vélasztott

pont sebessége és a pillanatnyi szogsebességvektor egymasra merdlegesek akkor

végtelen szamu pontra igaz a (207) kikotés, vagyis adott id6épillanatban végtelen

szamossagu zérus sebességli pontja van a vizsgalt testnek. A szabad mozgas,

ebben a pillanatban, a talalt mértani hely kérdli infinitezimalis forgassal ekvivalens.
Az eredményt analitikus Uton is megkaphatjuk, legegyszeriibben akkor, ha a

mozgd koordinata-rendszerben szamolunk. Az | pontra felirt (206) matrixdsz-

szefliggés a kovetkez®, X1,y1,Z1-ben lineéris egyenletrendszerrel egyenértéki:

__y©
~0, Y, to, 7, =-V,

—_y©
0, X, —0, 2, ==V, (209)

__y©
0, X, o, Y, =-V,

Eszrevehetd, hogy a (209) egyenletrendszer fédeterminansa zérus, mivel ferde-
szimmetrikus. Igy a rendszer rangja kisebb, mint 3. Feltételezvén, hogy a mozgas
nem egyszer(isddik haladé mozgassa, vagyis @ # 0, akkor a rendszer rangja 2.
Valoban, ha @, # 0, az elsd két egyenletet hasznaljuk fel, X1,y1 ismeretlenekben;
ha o, #0, akkor az elsé és a harmadik egyenletet valasztjuk Xi,zi isme-
retlenekben; ha pedig @, # 0, akkor a masodik és harmadik egyenletet y1,z1-ben.
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Tekintsiik az els6 két egyenletet ahol z, = i, u R paraméter. Az egyenletrend-
szer megoldhat6, ha egyetlen karakterisztikus determinansa zérus, vagyis

(©)
0 -0, -v,
_yv©)| =
@, 0 v,’|=0
©
- a)yl a)X1 - VZ1

A szamitasok elvégzése utan kapjuk, hogy

(c) (c) ) _
0, o, V,”+o, o, V"~ +o, o, V,” =0 (210)

z

Vegyiik észre, hogy a fenti kifejezés az @ és Vi°'vektorok o, -gyel végigszorzott
skalaris szorzata. A kiindulasi feltétel értelmében o, #0, tehat a (210) egyenlet
akkor, és csak akkor igaz, ha az @ és \7§°) vektorok merélegesek egymasra.
Vilagos, hogy a (209) egyenletrendszer csak abban az esetben megoldhato, ha az
@ és \7§°) eleget tesznek a mer6legességi feltételnek.

A (209) egyenletrendszer megoldasa a kdvetkezé:

()
V w
o, o,
v(©
y,=—+—tpu (211)
0, o,
Z,=u

Mivel a megoldas p- ben linearis, kdvetkezik, hogy a zérus sebességl pontok
adott t idépillanatban egy egyenesre illeszkednek.
A (211) képleteket u =0 -ra sajatositva, kapjuk a talalt egyenes és a Cxiy: sik
S doféspontjanak koordinatait:
(©) (©)
5 \Y; Vv, 5

X =y S g g @12

2 2

A= ,u/a)zl paramétercserével valamint a fenti eredmény figyelembevéte-
lével a (211) egyenletek a kovetkez6 alakra hozhatok:
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(9)

Zo

Xo

Y1

41. dbra
A sebesség kifejezése a pillanatnyi forgastengely segitségével

,, w,, Z, (213)

A (213) felirasbdl lathaté, hogy a keresett mértani hely az @ szégsebesség-
vektorral parhuzamos egyenes.

A zérus sebességli pontok egyenese a sebességeloszlas szamitasat lénye-
gesen egyszerUsiti. Az emlitett egyeneshez kotott sebességfelirast a 41. abran
szemléltetjiik. A vektorokat a mozgdé (testhez kotott) koordinata-rendszerben irjuk

fel. A tetszélegesen valasztott P testpont sebességét a C mozgo origé V¢ sebes-
sége, és az @ x ﬁl(P) forgasbdl adédéd sebesség 6sszege adja. Masrészt, figyelem-

be véve a (8) egyenest, ugyanazt a sebességet kifejezhetjik az erre helyezett @
szbgsebességvektor és a P pont — a tengely tetsz6legesen valasztott pontjahoz vi-
szonyitott — helyvektoranak vektorialis szorzataval. A 41. abran lathat6 a P pontba

helyezett V'© sebességvektor, az & x p\") vektor és ezek V") 6sszege. A P pont

sebessége ugyanakkor &xSP -ként is felirhatd, hiszen
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V) =V 1% p) = 5x5P = x5 ~TS )= x 5 +3x5C  (214)

A fenti 0sszefiiggésben az #xSC szorzat a C pont sebessége. A talalt ered-
mény kdnnyen ellendrizhetd, ha felhasznaljuk a sebesség altalanos felirasi modjat
az adott koordinata-rendszerben. Kdssiik ebben az esetben a (6) tengelyhez az &
szbgsebességvektort. Vigyilkk a szogsebességvektort a mozgorendszer C
origdjaba, és adjuk hozza a C-hez viszonyitott nyomatékat. A sebesség ezzel a

V) =G x B + Mo (B) = B x p7 +CSx g = e x pi) + @ xSC = G x pY7 + V'
alakot olti.

A VP = 3xSP képletet akkor alkalmazhatjuk hatékonyan, ha atirjuk a vizsgalt
test geometrigjat az S, segédrendszerbe, amit Ugy kapunk, hogy az S; rendszert

az S doféspontba helyezzilk at. A doéféspont koordinatainak ismeretében (212
Osszefiiggések) felirhat6é koordinata-transzformacié matrixegyenlete a kovetkezé:

X, ] {1 00 —x®[[x
(s)
o = Ya|_|0 10 =y Y, (215)
. z, 001 O Z,
1 0 0O 1 1
Ezzel a P pont sebességét az Uj helyvektor segitségével is ki lehet fejezni:
vy =V =6 xpy” (216)

A zérus sebességl pontok koordinatait a helytalld S, koordinata-rendszerben
az ismert matrixtranszformacio alkalmazaséaval kapjuk:

Xo(,uvt) X1(,uvt)

yo(,uvt) yl(,u,t)

2t) | =MW 2, () @17
1 1

2.3.4.5. A pillanatnyi csavartengely

Az eddigi vizsgalat sordn a szabad mozgast egy haladé és egy forgémozgas
szuperponalasaval irtuk le. A mozgastérvényt a vizsgalt merev test valasztott C
pontjahoz kotéttik. Ez egyben a mozgdé koordinata-rendszer origdja is. A C pont
sebességvektora, akar a hozzakotdtt szoégsebesség-vektor idében valtozok.
Belathat6 tehat, hogy a szabad mozgas infinitezimalis elmozdulasok, és ezeknek
megfeleld infinitezimalis forgasok végtelen sorozataként foghato fel. A haladé- és a
forgdbmozgasokbdl kiindulva, feltevédik a kérdés, hogy |étezhetnek-e olyan pontok,
amelyeknek sebessége parhuzamos a szogsebességvektorral? Ha a feltevés
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igaznak bizonyul, akkor ezek a pontok Ugy viselkednek, mint a csavartengely pont-
jai, csavarmozgast végzd merev test esetében.

Ha a szabadon mozgo6 merev test tetsz6leges P pontjanak sebességvektora a
pillanatnyi szdgsebességvektorral parhuzamos, akkor felirhatjuk, hogy

v xé =0, ie{0;1} (218)

Akar az el6zbekben, az alsé index azt a koordinata-rendszert jel6li, amiben a
vektorokat felirni szandékozunk. A (198) egyenletet atirjuk a mozgé koordinata-
rendszerre, majd @ -val jobbrdl atszorozzuk:

(@, P xdd, +V xd, =0 (219)
Emlékezziink, hogy a (198) relacidban a C pont sebessége Vgc)jelt')léssel

szerepel, am itt a zérus index azt jelenti, hogy a pont a rogzitett koordinata-
rendszer origéjahoz viszonyitva mozdul el. A zérus index 1-re valtdsa nyoman az
el6bbi sebességvektor koordinatait a mozgo rendszerben irjuk fel. Kifejtve a kettds
vektorszorzatot az egyenlet a kovetkezd alakra hozhaté:

2 =P _(5 . 5P 5 0@ x5 =
a)lpl)_(wl'pl )a)l+vi xo, =0

Ha a fenti vektoregyenletnek azt a sajatos ﬁfp") megoldasat keressiik, amely
meréleges az @, szogsebességvektorra, és ezaltal a masodik tag értéke zérus lesz,
akkor:

P = (220)

A (220) sajatos megoldas alapjan felirhat6é az altalanos megoldas:

AR vi(%)
. @ xV _
p=——F—+10, ,LeR (221)
a)l

Valéban, ha a (221) megoldast a (219) kiindul6 egyenletbe helyettesitjiik, a
ketts vektorszorzat zarojele a kdvetkezéképpen alakul:

@, xV'© @, x'®
&, % p, =a31><[1—21+/1 @l} =G x—— 1+, x(13, )=, x p)
(O Cl)l T

Ezaltal igazoltuk, hogy a (221) kifejezéssel megadott p, vektor &ltalanos
megoldasa a (219) egyenletnek.

A (221) megoldas egy, a pillanatnyi szégsebességvektorral parhuzamos egye-
nes vektoregyenlete. A (219) szégsebességvektor — sebességvektor kollinearitast
végtelenil sok, adott pillanatban egyetlen egyenesre illeszkedd, pont elégiti ki.
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pillanatny: ¢ savartengely(h)

»©

o (”)

42. &bra.
A szabad mozgas pillanatnyi csavartengelye

A tovabbiakban a P tetszbleges testpont sebességét a talalt mértani hely
tetsz6leges pontjanak segitségével irjuk fel. A geometriai 6sszefliggéseket a 42.
abran szemléltettik. A Py ponton athalad6é (h) egyenes a talalt mértani hely,
melynek minden pontjaban a sebességvektor @ -val parhuzamos. A tetszéleges M

testpont helyzetét megadhatjuk a C mozgo6 origéhoz a ,5{'\") helyvektorral, valamint

a (h) egyenes tetszleges P, pontjghoz a p.™ helyvektorral. Az M pont

sebessége kétféleképpen irhaté fel, attédl fliggéen, hogy a C origbhoz, vagy pedig
a Py ponthoz viszonyitjuk:

VM =T 4o x pM =V +ax(p) + 5 )= (VO +@x p) )+ ax pI (222)

Vegyik észre, hogy a zarojelben levd kifejezés nem mas, mint a P, pont
sebessége. A tetszéleges M testpont sebessége tehat gy is felirhatd, mint a talalt
mértani hely adott pontja sebességének és egy forgasbdl adédd sebesség
0sszege.

Figyeljik meg, hogy a (h) egyenes pontjainak sebessége ugyanaz, mint a Py

sebessége. Valoban, ha M a (h) egyenes pontja, akkor /39") =ua, ueR, ésigy

az & p™ vektorszorzat zérus érték.

A fentebb elért eredmények alapjan kijelenthetjik, hogy a szabadon mozgé
merev testre, a mozgas minden pillanataban, talalhaté egy olyan tengely amely
parhuzamos a pillanatnyi szdgsebességvektorral, és pontjainak sebessége
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egyforma és tengelyiranyu. Ezenkivil, a tengelyen kivil illeszkedd testpontok se-
bessége, a tengely tetszdleges pontjanak sebessége felhasznalasaval pont ugy
irhato fel, mint a csavarmozgast végz® merev test esetében. Tehat a talalt mértani
hely a szabad mozgast jellemzd pillanatnyi csavartengely.

A szabad mozgast tehat végtelen sok infinitezimalis csavarmozgasok soroza-
taként is fefoghatjuk. A pillanatnyi csavartengelyek mértani helyét alapfeliileteknek
nevezzik. A mozgé koordinata-rendszerben felirt fellilet a mozgd, a helytallé rend-
szerben felirt pedig az all6 alapfelilet. A két alapfeliilet minden pillanatban vonal
mentén érintkezik, tehat az érintkezési vonal minden pontjdban létezik kdzos
normalis. A sik-, illetve gdmbmozgas esetében jelentkezd alapfeliiletekkel ellentét-
ben, ezek nem goérdiinek le csiszasmentesen egymason, hanem az érintkezési
vonal, a pillanatnyi csavartengely mentén el is cslisznak egymason.

Az all6 alapfelilet egyenleteit tobbféleképpen lehet levezetni. A tovabbiakban a
(218) egyenletet az allé rendszerben irjuk fel. A C ponthoz koétottnek képzelt @
szogsebességvektort az O allé origdba helyezziik at, és ennek megfeleléen
kiegészitjilk az O-hoz viszonyitott nyomatékaval. A (218) egyenlet ezzel a
kovetkezd alakra hozhaté:

U %y = () T 411 %, ey =0 (223a)
A kett6s vektorszorzatok kifejtése utan a fenti egyenlet egyszeriisodik:
V%@, + 0} (17|, - (0 -7 | 3 =0 (2230)

A mozg6 alapfelilet levezetéséhez hasonloan, azt a Py pontot kell megkeresni,
amelynek helyzetvektorara az @ (Fép) —Féc)) skalarszorzat zérus értéki lesz.

Ezzel a (223b.) egyenletbdl a P, pont helyzetvektora:

- - w 0 X VO
P = (224)
0)0

Az all6 alapfelulet vektoregyenletét a sajatos megoldas és a szdgsebesség-
vektorral parhuzamos, tetszéleges abszolut értéki vektor 6sszegeként irjuk fel:

(C)
@, XV
rép) = réC) +— 2 :

0

+A @y, AeR (225)
(0]

A mozg6 alapfeliilet (221) vektoregyenletébdl is levezethetd az allo alapfeliilet
(225) egyenlete. Figyeljik meg, hogy a (221) egyenletben a ﬁfp)helyvektorral aP
pontot a C mozgé origohoz kétjtk. llyenforman, p\7) =7 —F©, és a képletben
szereplé Osszes vektort az allé rendszerben fejezzik ki, akkor a (225) egyenletre
jutunk. Ha a (225) egyenletben az T.® vektort tvisszik a baloldalra, és az
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43. abra.
Az &ll6 és mozgo alapfellletek szabad mozgéas esetén

") —F!% kilonbséget, valamint a tobbi vektort a mozgé koordinata-rendszerben
irjuk fel, a (221) egyenletre jutunk.

Az all6 és a mozgo alapfeliiletnek az érintkezési vonal minden pontjaban, min-
den t idépillanatban van kdzés normalisa. A bizonyitas a fellleti normalis kifeje-
zéseinek all6-, illetve mozgdrendszerbeli felirasan és ezek 6sszehasonlitasan alapul.
Az &ll6 alapfelillet vektoregyenlete T.”) =T.")(t, 1) alaku. A felilet normalisa elvben

a felllet két to,A0 paramétere altal meghatarozott M, pontjaban altalaban az érinték
vektoridlis szorzata:

_ ot ot or” .
no(to,/lo): aot | x 60/1 | - aot X @, (226)
(to.20) (o 40) (to.40)

Kivételt képeznek azonban a pillanatnyi csavartengelyre illeszked6 pontok, mivel a
(226) képletben a helyvektor 8F0(P) /ot id6 szerinti derivaltja az adott pontban fel-
lép6 sebességvektor. Ez a pillanatnyi csavartengely pontjaiban parhuzamos a
szogsebesség-vektorral és igy zérus érték( a fenti vektorialis szorzat. Kovet-
kezésképpen a (226) képletet nem lehet, az alapfellletek érintkezési vonalan fekvé
pontokban, a fellletek normalvektoranak meghatarozasara felhasznalni, annak
ellenére, hogy ezek kdzonséges pontok, tehat a felileteknek van normalisa az
emlitett érintkezési vonalon.

A normalvektort az alapfelliletek pillanatnyi érintkezési vonalan egyéb geo-
metriai megfontolasokkal hatdrozzuk meg. A két alapfellet kdlcsénds helyzetének
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idébeli alakulasat a 43. abra szemlélteti. Legyen a két feliilet érintkezési vonala,
adott to idépillanatban «, —a, az allé és a, —a, a mozgo alapfeluleten. Adott ot

id6 elteltével a mozgd alapfelllet, és vele egyitt a hozza mereven kotdtt mozgo
koordinata-rendszer elmozdul. Az U] érintkezési vonal S, -, lesz az all6 és

b/ —b, a mozgé alapfellleten. Az eredeti érintkezési vonalak természetesen vala-

melyest eltdvolodtak egymastdl. A kdzds normalist igy hatarozzuk meg, hogy a két
felllet k6zds érintésikjaban keresiink egy, az érintkezési vonaltol eltérd iranya,
iranyvektort mind az all6é, mind pedig a mozgé alapfelileten, majd képezzik ezen
irdnyok vektoralis szorzatat a kézos érintkezési vonal iranyat adé szogsebesség-
vektorral.

A szogsebességvektortdl eltéré, de a kozds érintdsikban fekvd masik irany
eléallitasa érdekében felirjuk az alapfellileteken végigfuté helyvektor megvaltozasat
a fellleti paraméterek fliggvényében. Ez a vonatkozd Taylor sor lineéris tagja, amit
természetesen lokalizalni kell az érintkezési vonalra. Legyen P(ty, Ao) az érintkezési
vonal egy ponja. A helyvektor megvaltozasat, vagyis a fellleten valé elemi elmoz-
dulast, ennek a pontnak a kérnyezetében a fentiek alapjan a

op™ op\P
qi(to,zo){ P54 20 51} (227)
(£, 4)

ot oA

képlet adja meg, amelyben a 0 index index az all6, az 1 index pedig a mozgb
alapfelllethez tartozik. Az all6 alapfelllet /33” helyvektorat add (225), illetve a
mozgd6 alapfelilet /3{'” helyvektorat ad6 (221) képletek felhasznalasaval, a szik-
séges derivalasok elvégzése és az eredmény (227)-be torténd helyettesitése utan

= ) = 75 5w (C)
_ &, XV ®, xa 2&, @, xV 0 . - -
G, =| = 20 + % 2o _ 0( 03 0 )+_r0(c)+ﬂ,go ot+ oo,
@, , , ot
-0
5 xU© & xA© 5. xv(©
_ g, xV o, Xa 2¢&, @, xV ~ ~
q,=|2*——+—+-- 1( ——1 )+)u91 St+olad,
o, o, o,

(228)

a két elemi elmozdulas. Vegylk észre, hogy az els6é képletben a C pont helyvek-
tora (a C a kozods érintkezési vonalon van) idéfliggetlen, mivel az allé alapfelileten
vagyunk. Geometriai jelentése az iddbeli fuggetlenségnek az, hogy adott iddpil-
lanatban 6hajtjuk eléallitani az alapfeliileten a sz6gsebességvektor iranyatol eltéré
iranyt, azaz a megfigyel6 elmozdul az alapfeliileten, mikézben az all6 és mozgd
alapfeliletek helyzete valtozatlan marad. Ezt természetszerlien kihasznaltuk. A
normalvektorok az elemi elmozdulasok és a szdgsebességvektor vektorialis
szorzatai:
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Z vy 5 50 5 g€

It EyXVy ' @, xd, 280(0)0XV0 ) I R

n, qoxa)oz( —+ — 5 + g, |xm,
a)O a)O a)O

L B o (229)
A LG %o = (81 xV @, xd®  2¢ (a)1 x v{®)
0, o, = -

1 2 2 3

)+A§1 ]xc?)l
o, ; W,

A (229) képletekben all6 vektorok alsé indexei egyrészt arra utalnak, hogy
melyik alapfellletr6l van sz6, masrészt pedig azt a koordinata-rendszert azono-
sitjak, amelyben felirtuk a kérdéses képletet. Mivel a képletekben szerepld vekto-
rok objektiv, azaz koordinata-rendszertél fliggetlen mennyiségek, a két egyenlet
azonos. Ezzel igazoltuk, hogy a merev test szabad mozgasa esetén, feltéve hogy a
mozgas elemi csavarmozgasok sorozata, az alapfelliletek csuszassal gérdilnek le
egymason.

2.3.4.6. A gyorsulaseloszlas

A gyorsulaseloszlas vizsgalatat, ugyanigy mint eddig, mind vektormodszerrel,
mind pedig matrixmodszerrel targyalni fogjuk.

A.Vektormddszer

A gyorsulasvektor meghatarozasa céljabol a (198) sebességképletet az idd
szerint derivaljuk:

~ - d . - - . _ -
alP =yl = a(vg“ + @ % pl(P)): a9 +8xpP) 4+ i x (a) X pfp)) (230)

A (230) 6sszefiiggésben allo vektorok jelentését az alabbiak részletezik:
o ééc) — a C mozg6 origd gyorsulasvektora;

e ® — a szabad mozgast végz6 merev test C pontjahoz kétottnek tekintett
szbgsebesség-vektor;

e £ — a szabad mozgast végz6 merev test C pontjadhoz kotdttnek tekintett
szbggyorsulas-vektor;

o ,pr) - a vélasztott P testpont mozgd C origéhoz viszonyitott helyvektora.

Megfigyelhetd, hogy a gyorsulasvektornak harom dsszetevdje van:
o ééc)a mozg6 koordinata-rendszer origbjanak sebességébdl szamitott
gyorsulas-0sszetevo;

e £xp® — a p® -re és a szdggyorsulasra meréleges gyorsulasdsszetevé;
1 1

e DX (cT) X ﬁfp)) — a pillanatnyi forgasbél adédé gyorsulds dsszeteva.

A P testpont palyagorbéjéhez tartoz6 normal- illetve tangencialis gyorsulas-
Osszetev6k szamitasa meglehetdsen bonyolult képletekre vezet. A tangenciélis
gyorsulas szamitasahoz a (230) relacidt skalarisan szorozzuk a sebességvektor
irdnyanak egységvektoraval, majd az igy kapott skalart ismét megszorozzuk ezzel
az egységvektorral:

130



A merev test szabad mozgasa

EME

=P gP)).gP)
50) _ (a<P> ,é’v).é'v ZW (231)
0

A normalgyorsulas a (231) és a (230) egybevetésébdl adodik:
a, =4, ~ay (232)

A (230)-(232) képletek mind az all6, mind pedig a mozg6 rendszerben érveé-
nyesek;. Megjegyezziik, hogy az allé rendszerben /3{” helyett a P és C pontok
helyvektorainak kilénbségét kell szerepeltetni a képletekben.
B. Matrixmodszer
A kiindulasként szolgaldé egyenlet a tetszdlegesen valasztott P testpont sebes-
ségének allo koordinata-rendszerbeli (205) matrixegyenlete:

Ve =@, 1y =@, 1y + vy
Id6 szerinti derivalassal kapjuk innen a gyorsulasvektor all6 rendszerbeli koor-
dinétait:

(P)_d PY_z (P, ~ (P) _z ¢(©C) _ ~ (9] ©) _
a, _a(yo )_gofo TV, —& I —w VvV, +3,”" =

—50(_(P) )+w0w0 P —@, wo r'9 4@, viY —@, v\ +al® =
= (¢® 5 o (1P _p©) 4 g©
=&, (7 -r9)+ @, @, (r} ) +al
(233)

Vegyik észre, hogy a (233) matrixegyenlet egyenértékii a (230) vektoregyen-
lettel. Ennek belatdsahoz csak azt kell ismét visszaidézni, hogy a vektoregyen-

letben szerepld ﬁip) helyvektor a P pontnak C ponthoz (a mozg6 origéhoz) viszo-

nyitott helyvektora, azaz a P és C pontok O origbhoz viszonyitott helyvektorainak
kulénbsége. Amennyiben tehat az idézett vektoregyenletet az allé koordinata-
rendszerben tekintjik, az emlitett két helyvektor kiilonbségével kell szamolni.

A gyakorlati szamitasok szempontjabdl egyszer(ibb képletre lehet jutni, ha a
(202) egyenletet derivaljuk az id6 szerint:

alP) = d d L P) L y© o’ (P) ()
a, dt a 01 gl TV, dt2 (|—01)g1 +a, (234)

A fenti gyorsulasképlet a transzformaciés matrix 4x4-es homogén rotaciés részé-
nek masodik derivaltjat, a tekintett P testpont mozgé rendszerbeli homogén koordi-
natait és a mozgd C origé gyorsulasmatrixat tartalmazza. A képlet alkalmazasa
egyszer(, de elsé pillantasra nem latszik bel6le a pillanatnyi széggyorsulas-vektor
szerepe. A (233) és a (234) egyenértékiiségének belatasahoz a (202) egyenletet a
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d d
=gt gl =[G ol e e

alakra hozva elvégezzilkk az id6 szerinti derivalast és az atalakitasok soran
kihasznaljuk az

_d . diL, dL,, dL,
& = 57 (@) d " gt dt

%(Lﬂ? )= % Lo(r® =)+ v®

Osszefiiggéseket. A fenti harom képlet figyelembevétele valéban a kivant
eredményre vezet. A részleteket elhagyjuk.

A gyorsulas felirasa a mozgé koordinata-rendszerben a (233) és (234) képletek
atalakitasaval lehetséges. Az all6 rendszerbdl a mozgdrendszerbe vald koordinata
transzformaciot alkalmazva:

(P) _ (P) _ s (P) (c) Sy (P) (€) c) _

Q‘l - I—10 Q-o - I—10 € ([o —r )+ I—10 W, wo([o —I, )+ L10 Q-o -
_ s (P) (©) =~ =~ (P) (©) ©) _
- L1o € L01 L1o ([o _Eo )+ L1o W, L01 L1o W, L01 L1o ([o _Eo )+§1 -

E E E

_ = (P) (©) -~ -~ (P) (©) (©)

- L1o € L01 Llo([o _[0 )+ L1o W, L01 L1o W, L01 Lm([o _Eo )+§1
%f_/ R R

£ w1 w1

Innen pedig azonnal adddik a képlet végleges alakja:

P)_g AP (P) (c)
a, =§Q tw,w,0 +a; (235)

A (230) vektordsszefiiggéssel valé azonossag — csak az irasmod matrixos — azon-

nal észrevehetd.
Ha a (234) gyakorlati szamitasokra alkalmasabb képletbdl indulunk ki, akkor

d*L
g e+l (236)

=1

a¥ =L

=1

01 1

2.3.4.7. A gyorsuléaspolus

A gyorsulaspoélus, ugyanigy mint az eddig vizsgalt mozgasok soran, az a pont,
amelynek zérus a pillanatnyi gyorsulasa. Ha van ilyen pont, jeldlje ezt mondjuk Pq,
akkor a (233) alapjan felirt

af) =0 & (1 -1 )+ &, @, (r® -r9)+al® =0 (237)
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matrixegyenlet megoldhaté kell legyen [ff"))-ra. Rendezés utan az egyenlet az
alabbi alakra hozhat6:

&(r —r )@, @, (rf -rl)=-al

Vezessiik be az '™ —rl® = X jelslést. Ezzel

(E, + @, @, ) X =-a'® (238)

a megoldand6 egyenlet alakja. Mivel az ismeretlen X oszlop két pont homogén
koordinata-matrixanak kulonbsége, negyedik eleme zérus értéki, ugyanigy mint
az Qgc) gyorsulasmatrix utols6 eleme. Ez azt jelenti, hogy feleslegessé vélik a 4x4-
es matrixok haszndlata. A (238) matrixegyenlet megoldhatésaga a fentiek alapjan
3x3-as matrixnak tekintett (&, +@,®,) egyitthatomatrix determinansanak érté-

kétél, valamint a jobboldal értékétdl figg.
Az egyutthatématrix értéke egyszerlien adodik:

0 - a)ZO a)yO 0 - a)ZO a)yO
Wy W, T & =| Wy 0 — Wy @0 0 Wy |t
- a)yO Wyq 0 _a)yO Wyq 0
0 -¢g, &,
+ &, 0 —¢4]= (239)
- 8y0 gxo 0
2 2
(a)zo + a)yo) a)xo a)yO - 820 a)ZO a)xo + gyO

Ezzel a (238) matrixegyenlet a kovetkez6 alakot 6lti :

2 2 (P) () (9]
- (a)zo + a)yo ) Wy a)yo —&, W00+ 8y0 Xo " — X A0
2 2 (P) () | —| 4
(2 a)yO +t&, — (a)xo +o,, ) a)yO Wy —Exo o Yo - ayO (240)

~2© | [a©

2 2 (P)
Wy Wyy —& a)yO W,y +8E — (wyo +a)x0) Z, 20

yo

A (240) egyenletrendszer determindnsanak értéke pedig
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AZ(a)a)55+a)a)55+a)a)ee)—

Xp " Zo " Xo Zo Yo 2o Yo X0 Yo
-’ (a) +’ )—8

Xo

2
Yo

2
20

(CO +0) )—8 (CO +0) )=

—Za)a)ee +a)a)88+0)0)88)+

20 X0~ Yo

2 2 2
+€XO Cl)XO +€YO Cl)yO +€ZO Cl)ZO —(SXO +8Y0 +820 )(a)xo +Cl)yO +a)20)

Ez a képlet sokkal attekinthetébbé valik, ha a determinans értékét vektormuve-
letek segitségével fejezziik ki. Nem nehéz ellenérizni, hogy

A= &) -(-8)(@ &)=’ 0’ cos’ p—&’ w* =—e” w’sin*¢ (241)

ahol a ¢ a szbgsebesség és szoggyorsulas vektorok altal bezart szég. A (238)
egyenlet megoldhatésaganak vizsgédlata, a A determinans értékének vizsgalatat
kivanja meg. Az alabbi eseteket érdemes megkilonbdztetni:

A. A determinéns értéke és a C orig6 gyorsulasa nullatél kiléonbdznek.
Ebben az esetben, nem nehéz belatni — a (241) képletet is kihasznalva —, hogy &
és o vektorok nem nullak, és az altaluk bezart ¢ szég sem nulla. Ekkor a (240)
egyenletrendszer dsszeférhetd és hatarozott, megoldasanak matrixos alakja pedig:

) =ri® -Atal (242)

A megoldast adé fenti képletben A jeldli a (240) egyenletrendszer egyltthaté-
matrixat.

B. A determindns nem zérus, de a C origd gyorsulasa nulla.
Ha a C origd gyorsulasa nulla, akkor a gyorsulasp6lus egybeesik a C origéval. Az
egyenletrendszer ebben az esetben is megoldhato, és nyilvanvalé hogy a trivialis
megoldas ( a zérus megoldas) a rendszer megoldasa.

C. A fédeterminans értéke nulla, a C origd gyorsulasa nullatél kildnbozik.

Ebben az esetben feltételezhetben létezik olyan masodrendi aldeterminans,
melynek zérustdl kilonb6z6 az értéke. Alkalmas atrendezéssel mindig elérhetd,
hogy ez a masodrendii determinans az elsé féminor (a balodali fels6 2x2-es
almatrix) determinansa legyen. Ez esetben az elsd két egyenlet fliggetlen, és a
megoldas paraméterként tartalmazza a harmadik ismeretlent. Az inhomogén
egyenletrendszer pedig csak akkor oldhaté meg, ha a rendszer karakterisztikus
determinansa zérus értékl. Ez csak abban az esetben lehetséges, ha a C origd
gyorsuldsanak oszlopmatrixa az A egylitthatomatrix elsé két oszlopanak egy
linearis kombinaciéjaként allithaté el6. Ha nincs szilkség atrendezésre, akkor a
kiindulasi feltétel szerint fennall az
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2 2
- (a)zo + a)yo) ) a)yO &, W, W, Tt 8y0
2 2 N
Wyq a)yO té, -~ (a)xo + a)zo) a)yO Wy = Eyo| = O’
2 2
a)yO a)zo + gxo - (a)yo + a)xo

a)ZO a)xo - gyO

egyenlet, az elsé féminor detereminansa nyilvan nem zérus és a harom gyorsulas-
koordinata pedig az elsé két oszlop linearis kombinacidja azaz fenn kell, hogy
alljanak a

2 2
_(wzo +a)y0) (O wyo — &5
5 =0
wa a)yO + 820 - (a)xo + a)zo )
2 2 (C)
- (wzo + a)yO ) Wy a)yO — & axO
2 2 ©)| _
Wyq a)yo + €20 - (a)xo + a)zo) ayO =0

Wy Dyg — €

()
yo a)yO a)zo + ng azO

egyenletek is. Ez esetben maga a megoldandé egyenletrendszer pedig az

B (COZZU + wjo )(Xt(JPO) - X(()C))"' (wxo Wyo — &5 )( t()PO) - [()c)):

= af(%) - (wzo a)xo + gyO )(Z(()PO) - Z(()C))

(w Wy +& o)(X(()PO) _X(()C))_ (wfo +a)z20)(y(()PO) - [()c)):

x0 yo0 z

= ai/%) - (wyo a)zo _gx() )(Z(()p0) - Z(()C))

2720 =2, 1em

(243)
alakban irhat6 fel.

D. A determinans értéke és a C origd gyorsulasa egyidejlileg nulla.

Ez esetben, ha az ¢ és @ vektorok nem zérus értékiiek, akkor parhuzamosak,
vagy pedig az egyikuk zérus értéki. .(Ha mindkett6 nulla, akkor az altalanos moz-
gas haladé mozgassa egyszer(isodik, és gyorsulaspolust keresni értelmetlen). A
vonatkoz6 egyenletrendszer pedig homogén és hatarozatlan — zérus a determinan-
sa. Amennyiben most is létezik egy nullatol kilonb6zé masodrend aldeterminans,
akkor a rendszer mindig megoldhaté (az egyetlen karakterisztikus determinans
nulla, mert a kiegészit6 oszlop nulla).

Az el6bbiekben elvégzett elemzés alapjan kijelenthets, hogy a szabad mozgast
végz6 merev testenek van gyorsulaspolusa, ha a pillanatnyi mozgasa nem haladé
mozgas.

135



EME

2. Fejezet. Merev testek kinematikaja

Akkor a legegyszeri(ibb a gyorsulaspolus képlete a mozgo koordinata-rendszer-
ben, ha a (240) egyenletrendszerben szereplé vektormennyiségeket eleve a moz-
g6 koordinata-rendszerben tekintjuk. Figyelembe kell venni, hogy az ismeretlenek

oszlopat ad6 r®) —rl® kilonbség a mozgé rendszerben a P, polus Q(lp")

koordinata-oszlopa. Ezzel a megoldast add linearis egyenletrendszer alakja a
kovetkezd lesz:

2 2 (Po) (c)
- (a)zl + a)yl) Wy, a)yl —&,; W, 0+ gyl Xy ° A,
2 2 (Po) | — (€)
@,y a)yl +té, -~ (a)xl + a)zl) a)yl 0, — & || Y1 == ayl (244)
2 2 (Po) (9]
Wy Dy — 8y1 a)yl W, t&, — (a)yl + a)xl) Z ° a;;
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3.1. A relativ mozgas értelmezése

3.1.1. Arelativ mozgas elve

Az el6z6 két fejezet az anyagi pont és az anyagi test allé6 koordinata-rendszerhez
viszonyitott mozgasaval foglalkozott, azt tekintette at részletesen. Az anyagi pont
esetén a mozgastorvényt meghataroz6 mozgaskoordinatakat kizarélag az allé
koordinata-rendszerben adtuk meg. Az anyagi test mozgasa esetén két koordinata-
rendszer szerepelt a vizsgalatokban. Az egyik a testhez viszonyitva mozdulatlan
helyzetl S, rendszer, a masik pedig a testhez mereven kotott, azzal egyiitt mozgd
S, koordinata-rendszer volt. Az utdbbi lehetbvé tette a test geometridjanak leirasat.
A pélyagorbék egyenleteit minden esetben az allé koordinata-rendszerben hata-
roztuk meg. Ez természetes, hiszen a test feltevés szerint merev, és igy zérus az
egyik testpont masikhoz viszonyitott elmozdulasa. A sebesség- és a gyorsulasvek-
tor koordinatai azonban mindkét koordinata-rendszerben felirhatok. A szdveg
hangsulyozottan emeli ki azt a kdrilményt, hogy a testtel egyutt mozgé koordinata-
rendszerben megadott sebesség vagy gyorsulasvektor nem azt jelenti, hogy a test
mozog is a hozza kotoétt koordinata-rendszerben. Az atszamitds minddssze egy
koordinatatranszformaciét igényel ami 6nmagaban csak egy matematikai mdvelet,
amit a mozgas vizsgalata igényel. Magat a mozgast, legyen szé akar anyagi pont-
rol, akar merev testrél ezideig kizarélag az allo6 koordinata-rendszerben vizsgaltuk.
Ezeket a mozgasokat gyakran abszolit mozgasoknak nevezik.

A mechanizmusok elméletében gyakran meril fel az a kivanalom, hogy a
mechanizmus egy adott elemének (tagjanak) mozgasat egyidejileg a mecha-
nizmus egy masik eleméhez, illetve a bazishoz (gépallvanyhoz) viszonyiva vizsgal-
juk. Az ilyen és ehhez hasonld esetekben a tekintett elem bazishoz viszonyitott
mozgésanak vizsgalata meglehetésen bonyolult matematikai modellekre vezet, és
ezek sokszor nehezen kezelhetdk. Attekinthetébbé valik a mozgast leiré matema-
tikai modell, ha alakalmas hierarchiat vezetiink be. Kézismert tény, hogy a mecha-
nizmusok egymashoz kapcsoléddé elemeinek egymashoz viszonyitott mozgasa
forg6-, csavar-, halad6- vagy gébmbmozgas, melyek kénnyen azonosithatok, és
aranylag egyszerien leirhatok. Ezt a kérilményt kihasznalva, adott elem bazishoz
viszonyitott mozgasat a kapcsol6dé elemek egymashoz viszonyitott mozgasanak
szuperpozicidjaval irjuk majd le. A hierarchia azt mondja meg, hogy egy adott elem
hanyadik a bazistol valé tavolsagat illetéen. A 44. &bra egy soros mechanizmus
strukturalis vazlatat szemlélteti.

A baziselem képezi a hierarchia alapjat. A gyakorlatban ez a gépallvany, ami a
gépalaphoz van rogzitve és igy nyugalmi allapotban van. Az els6é elem a bazishoz
viszonyitva mozdul el, a masodik az els6hdz viszonyitva, és igy tovabb. Minél
tavolabb van egy adott elem a bazistél, annal magasabb hierarchikus szinten all.

137

EME



3. Fejezet. A relativ mozgéas

EME

BAZIS l. ELEM «ex{ " ELEM  |=s—s==: | .n”". ELEM

44, bra.
Soros mechanizmus strukturalis vazlata

Az i"-edik elem az elétte levd ,i—1"-edik elemhez kapcsolédik A bazishoz viszonyitott
mozgasanak leirdsahoz ismerni kell mindazokat a mozgasokat, amelyeket az alatta
levd szinten elhelyezked6 elemek végeznek. A mozgasok egyittes vizsgalata, szu-
perpozicidja teszi lehetévé az adott elem bazishoz viszonyitott mozgasanak leirasat.

Mivel egy kivalasztott mechanizmus-elem altalaban nem kozvetlenul kapcsolo-
dik a baziselemhez, ezért, az eddigiek alapjan, csak a hierarchikus szinten kdzvet-
lendl alatta elhelyezked® elemhez viszonyitott mozgéasat tudjuk vizsgalni. A bazis-
elemhez viszonyitott mozgas leirasa az alatta levé szinteken elhelyezkedé elemek
egymashoz viszonyitott mozgasanak, illetve az elsé elem bazishoz viszonyitott
mozgéasanak ismeretében lehetséges. Igy egy adott elem elmozdulasanak leirdsa
a rogzitett bazishoz viszonyitva altaldban nem kézvetlenil, hanem tdbb elem
kozvetitése révén torténik. Nem nehéz belatni, hogy az elsé szintnél magasabb
hierarchikus szinten allé elemek mozgasa 6sszetett mozgas.

Legyen a legegyszerlibb eset az, amikor a 44. abran lathaté mechanizmus
bazisbol és két elembdl all. A masodik elemnek bazishoz viszonyitott elmozdulasa
az elsé elem bazishoz viszonyitott elmozdulasa és a masodik elem els6héz viszo-
nyitott elmozdulasa szuperpozicidjanak tekinthetd.

A masodik elem elmozdulasait, a viszonyitas alapjatol fiiggéen, tébbféleképpen
vizsgélhatjuk.

Relativ mozgasnak nevezzik a masodik elem a hierarchikus szinten kozvetle-
ndl alatta allé elsé elemhez viszonyitott mozgasat.

Abszolit mozgasnak nevezziik a masodik elem béazishoz viszonyitott mozgésat.

Szallitd6 mozgasnak nevezzilk a masodik elem béazishoz viszonyitott mozgéasat,
abban az esetben, amikor ez kizarélag az els6 elem elmozduldsanak kévetkez-
ménye — matematikai leirast késébb adunk.

Ez utébbi mozgas tulajdonképpen az 6sszekotd kapocs az abszolut és a relativ
mozgéas kozott. Legegyszeriibben ugy lehet szemléletessé tenni, hogy azt téte-
lezziik fel, hogy a masodik elemnek megsziinik egy adott id6pillanatban az elsé
elemhez viszonyitott relativ mozgésa, vagyis az mereven hozza van kotve a bazis-
hoz kozvetlenll kapcsolodd egyes elemhez (ily moédon vele egyitt mozog). A
kettes elem bazishoz viszonyitott elmozdulasa ebben az esetben kizarélag annak
tulajdonithatd, hogy az egyes elem mozog a bazishoz képest, azaz széllitia a
kettes elemet. Innen ered a mozgas elnevezése. A kettes, vagyis a vizsgalt elem
abszolUt mozgéasa ennek fényében tehat nem mas, mint az egyes elemhez viszo-
nyitott relativ mozgas, és az egyes elemmel merev kapcsolatban, a bazishoz
viszonyitott, szallitbmozgas 6sszegzése.
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A fentebb megfogalmazott gondolatmenet alapjan fejezhetd ki az Osszetett
mozgéasok alapelve:

Abszolut mozgés = Relativ mozgéas + Szallit6 mozgas

A séma alapjan a vizsgalt elem abszolit mozgasa ugy tekintheté, mint végtele-
nil kicsi — szallit6 és relativ — mozgasok szabalyosan valtakoz6 (alternativ) sorozata.
A példaként bemutatott kételemes mechanizmus tokéletes alapot jelent a matema-
tikai modell megalkotasanak szempontjabél. A bazishoz viszonyitott abszolit
mozgas leirasa csak kdzvetetten, az alatta Iévé elem mozgasanak figyelembe-
vételével torténik. Emiatt a szakirodalomban az ilyen 6sszetett mozgast relativ
mozgasnak is nevezik. Erre valo tekintettel kiilonos korultekintéssel kell figyelni a
kivalasztott elem mozgasanak leirasara megfogalmazni, leginkabb t6bbszorésen
Osszetett mozgasok esetében.

Altalanos esetben is, az ,i"-edik elem abszolit mozgasa nem mas, mint az
.i—1"-edik elemhez viszonyitott relativ mozgas, és az ,i—1"-ed rendi szallitbmozgas
0sszegzése. Ez utdbbit gy kell elképzelni, hogy a kettes, harmas, ..., ,i-1"-ed és
.i-ed rendl elemek egymashoz viszonyitott relativ mozgasa megsziinik, csak az
egyes elem mozdul el a bazishoz viszonyitva, és szallitta a merev testté
atminésitett 1-2-...-(i-1)-i elemsort.

3.1.2. Arelativ mozgas matematikai modellje

A matematikai modell felallitAsa harom koordinata-rendszer bevezetését igényli:
e az S, allé helyzet koordinata-rendszer a bazishoz kététt, és ehhez viszonyit-
juk az abszolut, illetve a szallitdmozgast;
e az S; mozgo koordinata-rendszer a bazishoz viszonyitva végzi mozgasat, és
ehhez viszonyitjuk (ebben irjuk le) a tekintett elem relativ mozgasat;
e az S,, a vizsgélt testhez (elemhez) rogzitett koordinata-rendszer, amelyben a
vizsgalt test geometrigjat adjuk meg.

Sajatos esetben, ha a vizsgélat trgya nem anyagi test, hanem anyagi pont,
akkor az S, koordinata-rendszer foloslegessé valik. Ez nyilvanvald, hiszen az
egyetlen anyagi pontta zsugoritott merev test helye az S, koordinata-rendszerben,
az altalanossag elvének megsértése nélkil, az S, origéja lehet, és ily modon f6l6s-
legessé valnak a koordinatatengelyek.

A modelinek tartalmaznia kell az egyes koordinata-rendszerek kapcsolatat. A leg-
altalanosabb esetben ez 12 paraméter megadasaval érhet6 el, a kdvetkezééppen:

e Harom paramétert jelentenek a mozg6 O, orig6 koordinatai Sy -ban;

e Harom paramétert igényel az S; rendszer koordinatatengelyei iranyanak

megadasa az Sg-ban;

e Harom paramétert jelentenek a merev testhez kotott S, rendszer O, orig6-

janak koordinatai az S;-ben;

e Harom paramétert igényel a vizsgalt testhez kotott S, rendszer koordinata-

tengelyei irdnyanak megadasa az S;-ben.
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Ha a vizsgélat targya anyagi pont, akkor nincs sziikség az S, tengelyeinek ira-
nyara és igy 9 a maximalis szama a szilkséges paramétereknek.

A relativ mozgéas vizsgélatahoz szilkséges koordinata-rendszerek a 45. &bra
szemlélteti. A vilagosabb atlathatésag érdekében az abran két segéd koordinata-

rendszer is szerepel: az O1X’y’z’ kdvetérendszer tengelyei mindig parhuzamosak

maradnak az S, megfeleld tengelyeivel, mig az O2x"y”’z” tengelyei az S; megfe-
lelé tengelyeivel. igy kénnyebbé valik az S,, illetve az S, rendszerek tengelyeinek

irAnymegadasa.

45, abra.

A relativ mozgas vizsgalata soran
alkalmazott koordinata-rendszerek
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3.2. Vektor abszolut és helyi derivaltja

Legyen p5.")a P pont helyvektora a mozgé S, koordinata-rendszerben— lasd a 46.

abrat. Ha a P pont elmozdul az S; rendszerben, akkor nemcsak a ,E)fp)koordinétéi,
hanem az S, bazisa is az id6 fliggvénye:

A7) =x"(1) T,(t)+yi" (1) J,(t)+ 27 (1) k,(t) (245)

Ennek figyelembevételével /3{” id6 szerinti derivaltja a
= (p .(P) T - (P) T -(P) 1. p - P - p =
pf):X:(l)ll+y:(l)Jl+Zj(L)k1+X§)|1+yj(L) 1+Zi)k1

alakban irhato fel. Mivel a bazisvektorok egységvektorok, ezek idé szerinti derivalt-
jai a Poisson-féle képletekkel szamithatok. Ennek figyelembevételével

P =P T 4y +2% Kk +xP (cf)xfl)+ y® (a?xL)+ Al (a”)x Rl)z
=x7 T +9 42 k +dxpl
(246)

A fenti képletekben a szdgsebességvektor a merev testnek tekintett mozgé S;
rendszer pillanatnyi szogsebessége az alld S, rendszerben.A (246) képlettel mega-
dott derivaltat a p\”) abszolit derivaltja-
nak nevezzik.

A helyvektor S;-hez viszonyitott valto-
zasat az ugynevezett lokalis derivalt irja
le. Mivel ennek szamitasakor nem kell fi-
gyelembe venni a bazis idébeli valtoza-
sat, kapjuk, hogy

= (P)

Bk iyl fetl k@)

A (246) és (247) egybevetése szerint a
lokalis és az abszolut derivalt azonos, ha a
mozg6 S; rendszer haladé mozgast végez
az Sq-hoz viszonyitva (a pillanatnyi szdgse-
besség-vektor nulla lesz), vagy ha parhuza-
mos a pillanatnyi sz6gsebesség-vektor a
helyvektorral.

46. abra.
Vektor abszollt és helyi derivaltja
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3.3. Anyagi pont relativ kinematikaja

3.3.1. Anyagi pont palyaja a relativ mozgasban

A. Vektormodszer

N MY

—

Fi

(r)

47. dbra.
Anyagi pont relativ mozgasanak geometriai modellje

—(P)

1

(t)

Adott a P anyagi pont, a-
mely az S, koordinata-rend-
szerben a p = pP(t)
mozgastorvény szerint mo-
zog, mialatt az S; koordina-
tarendszer is mozog az Sp-
hoz viszonyitva A legaltala-
nosabb esetben az S,, az
allé Sg-hoz viszonyitva, hat
szabadsagfoku szabadmoz-
gast végez. A vonatkozo
geometriai modellt a 47.
abra szemlélteti. A mozgas
matematikai lefrasa feltéte-
lezi az all6 és mozgoérend-
szerek kolcsonds helyzeté-
nek, valamint a P pont S;-
hez viszonyitott helyzeté-
nek ismeretét. Az S; és S,
kolcsonds  helyzetét a
gbmbmozgas elemzésekor
levezetett képletek alapjan
lehet matematikailag meg-
adni. A (134) és (135)

egyenletekbdl kiindulva, a sziikséges miiveletek elvégzése utan eredményiil
megkapjuk a mozgd S;-bél az allé Sy-ba torténé transzformacido My; homogén
matrixat. E matrix forgatorészének transzponaltja az Sy bazist (bazisvektorokat)
viszi at az S; bazisvektoraiba. Végezetil meg kell adni az O; origd helyvektorat.
Mindezeket figyelembe véve, a P pont helyzetének meghatarozasara a kdvetkezé

Osszefiiggések sziikségesek:

[ cosy cosp — !

|

i —siny cos@sing !
1| |cosysing+ |
= |

J: +siny cosfcosg !
k1 T T T T T T |
siny sind .
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Anyagi pont relativ kinematikaja

ﬁip)(t) = f1(t) _I;. +g1(t) L + h1(t) R.1

e - - - (248)
R (0)="1,(t) I, + g, (t) Jo + Ny (t) kg
A 47. abra alapjan belathaté, hogy a helyvektorok kdzétt fennall az
FO(P) — f-;)(ol) + /31(P) (249)

Osszefiiggés.
A (248) mozgéstorvény figyelembevételével adodik a P pont helyvektora Se-ban:
Fép) :fo i0+go j0+h0 k0+fl i1"‘911.1"'hlk1 =
:fo i0+go j0+h0 ko+

+f, ((coswcosw—sim//cosesinq)) i, +(siny cose +cosy cos@sing) j , +
+sindsing E0)+

+0, ((cosv/sin(p+sim//cose cosw) i, +(sinysinp—cosy cosfcosg) j, +
+sinfcose EO)
+h1(siny/sin0 i, +cosysing j, +cosd EO)
A helyvektor koordinatai a P pont Se-beli palyagorbéjének parametrikus egyen-
letei:
X,(t)=f +f (cosy cose —siny cosdsing)+
+9, (cosy sing +siny cos@ cos )+ h, siny sind
y,(t)=g, +f, (siny cosp +cosy cosOsing)+ (250)
+9g,(siny singp —cosy cos@cose)+h, cosy sing
z,(t)=h,+f sin@sing+g, sindcose +h, cos

A P pont allé rendszerbeli palyajat abszolut palyanak nevezzik.

A vizsgalt pontnak van palyaja az S; mozgé koordinata-rendszerben is. Itt a pa-
lyagorbe parametrikus egyenleteit a 5"’ mozgérendszerbeli helyvektor fi, g1, ha
id6fliggd koordinatai alkotjak. A P pont palyajat a mozgé koordinata-rendszerben
relativ palyanak nevezziik.

Amennyiben egy adott t = to pillanatban megsziinik a P pont mozgésa az S;
rendszerben akkor a relativ helyvektor idében allando lesz, és igy péalyaja egybe-
esik az S; rendszer azon pontjanak palyajaval, ahol a P pont talalhat6é (Ggy mozog
a P pont mintha az S;-nek egy régzitett pontja lenne). Ez esetben az elmozdulas
kizarélag annak koszonhetd, hogy S; elmozdul az Sy-hoz viszonyitva.
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48. dbra.
Az abszolut, a relativ és a szallité palyagorbe

Kovetkezésképp a palyagérbe egyenletei azonosak formalisan a (250) parametri-
kus egyenletekkel, azzal a kiulénbséggel, hogy most

f1 = fl(tO)
g,= gl(tO)
hl = h1(to)

Mivel a to id6pillanat a mozgas [t, ,t,]idSintervallumaban tetszélegesen volt

kivalasztva, kovetkezik, hogy egyszeresen végtelen sok olyan péalyagorbe létezik
amely a fentebb leirt modon tarsithaté a szallitomozgassal. Az abszollut palya

t=t" idépillanatnak megfeleld pontjat a t=t,,t, <t, <t, idépillanatnak megfeleld
helyzetbdl induld P pont ugy is elérheti, hogy elészor a [to,t*] id6intervallumban a

to-hoz tartoz6 I',, széllitépalyan halad végig, majd pedig a mozgast a I, relativ

S
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palyan folytatja ugyanazon [toyt*] idoéintervallumban. Az emlitett palyagorbéket
valamint az abszolut T',,., palyagtrbét a 48. abra szemiélteti. A relativ mozgas és

a szallitbmozgas leirt médon térténd szuperpozicidja csak az abszolit mozgas egy
elért palyapontjanak meghatarozasara alkalmas. A valésagban az anyagi pont
abszollt palyajat nem lehet a széllitopalya és a relativ palya véges szakaszaibdl
Osszedllitani. Ha viszont mindkét palyat végtelen sokasagu, elemi hosszisagu
szakaszokra tagoljak, akkor ezek kombinacioja létrehozza hatarértékben az
abszolat palyagorbét.

A mérndki gyakorlatban mindkét elképzelésnek van alkalmazasa. A véges
elmozdulasoknak megfeleld relativ és szallitopalydk kombinalasa a szerkezetek
tervezésében igen hatékony modszer arra, hogy meghatarozzuk egy adott elem
kivalasztott pontjanak a helyzetét, és ezaltal lehataroljuk az abszolit palyagorbét.

A kis terjedelmd, alternativ, véges elmozdulasok révén lehetéség nyilik a szam-
jegyvezérlésl szerszamgépek mozgasainak megvalésitasara. Szamjegyvezérlési
esztergapadon, tengelyiranyu el6tolassal végzett alakos esztergalas esetében a
munkadarab alkotéjat a a hosszszanra illeszkedd keresztszanra szerelt szerszam
élcsucsanak palyaja adja. Vilagos, hogy a hosszszan végzi a széllitbmozgast, a
szerszamtartd keresztszan pedig a hosszanhoz viszonyitva, a relativ mozgast. A
vezérlétengelyek szekvencidlis mozgasokat végeznek, ezért, bar az elméleti
palyagorbétdl vald eltérés elhanyagolhatd, a valésagban végesen kis szallité és
relativ mozgasok véltakozé sorozata valésul meg (49. abra).

ﬁ <o)

(In

49. abra.
Relativ és szallité palyaszakaszok sorozata
szamvezérlésl esztergalas esetében
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B. Matrixmddszer

A matrixmddszer is lehetdévé teszi az abszolut palya és a széllitopalya megha-
tarozasat. Mivel ismertnek tekintjik a P pont mozgastérvényét, ismert az S;-bél az
Se-ba transzformalé matrix is. Az Mo1 matrixot valamint a P pont relativ koordina-
tait a (248) vektoralakban megadott mozgastérvény felhasznalasaval lehet felirni.
Ennek alapjan a tekintett pont abszolut palyajanak koordinatai, a relativ koordina-
tak ismeretében, a transzformaciés egyenletbél kdvetkeznek:

Lgp) =M, g(lp) =
[ cosy cose — icoswsin¢+ isin sing i ; i
—siny cosfsing | +siny cos@cose ! v Lo f,
_|sinycosp+ i_S_iF]_l//_ -'s"lﬁ'go'i""'i'c'o's";i'n'g"!'g" g,
+cosy cosbsing | —cosycosdcosp | " 170 |,
___singsing___ 1 sindcosp | cosd__ih,||1
I 0 ! 0 0 i1

(251)

50. &bra.
Anyagi pont abszolut-, relativ- és szallitosebessége
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Ha a (251) egyenletben a mozgd rendszerbeli f1, g1, hi1 koordinatakat adott to
idépontra lokalizaljuk és a kapott értékeket allandénak tekintjik, akkor az [g”
oszlopmatrix a szallitopalya homogén koordinatait jeleniti meg.

3.3.2. Anyagi pont sebessége a relativ mozgasban

A.Vektormodszer
A sebesség meghatarozasa a helyvektorok kdzotti (249) dsszefliggés idé szerinti

derivalasaval torténik. Figyelembe kell venni, hogy a ﬁfp)helyvektornak a koordi-
natai és a bazisa is id6fliggé. Ennek kovetkeztében

+/;3(1P) :fo i’0"'9.()}0"";]0 R’0"'1.:1?1"'91].1"'hlEl"'
+f1?1+g111+h1 R.1 =

=f171+glfl+h1 R1+f0 TO +gofo +h0 EO +f1(03x71)+g1(c?)xj?1)+ hl(a”)xﬁl)z

Vr VszT VszR

BT40, 0, + 0K+ Ty 40,7, +h K +ax(6 T+, +h, K,

Vi VszT VSZF\’
(252)

A P pont allérendszerhez viszonyitott sebességét abszollut sebességnek nevez-
zUk. Amint azt a (252) alatti kifejezés tagolasa is jelzi, az abszolit sebesség harom
tag 0sszege:

e az els tag a a P pont S;-hez viszonyitott V, sebessége — ezt relativ sebes-

ségnek nevezziik;
e a méasodik tag az O; mozg6 origd Sy-hoz viszonyitott V,, sebessége;

 a harmadik tag az S;-hez mereven régzitettnek tekintett P pont V. sebes-
sége, az S, pillanatnyi forgasabol adodéan.

A V,, és V., sebességkomponensek 0sszege a szabad mozgast végzé merev
test tetsz6leges P pontjanak sebességét adja. Nyilvanvalé, hogy a vV, Osszetevd
a mozgoérendszer origéjanak sebessége, mig a V,,, a mozgérendszer forgasabol
adodo Osszetevd. Vegylk észre, hogy, hogy a V,, nem tartaimazza a P pont
mozgdrendszerbeli koordinatait, a V., kifejezésében pedig e koordinatdk a
mozgorendszerbeli helyvektor 0Osszetevéiként szerepelnek, a pillanatnyi @

szogsebesség szorzdjaként. Mindez azt jelenti, hogy a V,,; +V,, 0sszeg a merev

szR

testnek tekintett S; koordinata-rendszer azon pontjanak sebessége, ahol a P pont
tartozkodik a vizsgalat idépillanataban.
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A sebességnek azt az Osszetevéjét, amely az S;-hez mereven rogzitett P pont
mozgasabol adddik, szallitésebességnek nevezzik. Az abszollt sebesség pedig a
szallito- és relativ sebességek vektorosszege. A (252) képlet, a fent megfogal-
mazott elvek szellemében, a kdvetkezdképpen irhato fel:

O =T, +0, ], + o Ky +ax (67, +0,7, +1,K,) (253)

VT VR

vip) :fl i1 +g1j1 +h1 k1
A sebességvektorokat az 50. abra szemlélteti.

B.Matrixmddszer

A matrixmodszer a koordinata-transzformacié (251) matrixegyenletén alapul. Mivel
a transzformacié Mo matrixa azonos a szabad mozgas vizsgalatakor a 2.3.4.3. al-
szakaszban mar attekintett transzformacios matrixszal, azzal a kulénbséggel, hogy
a jelen esetben a transzformaciés matrix jobboldalan allé szorzétényezd (a P pont
mozgoérendszerbeli koordinatainak homogén matrixa) id6fiiggd, kovetkezésképpen:

d )
Y(g) = (EMMJ g(lp) + M01 g(lp) (254)

A (254) relacié baloldala a mozgdé P pont homogén sebességkoordinatainak
oszlopmatrixa. A jobboldalon &ll6 (dM,, /dt) Q(lp) tag a homogén szallitésebes-

)

ségkoordinatak oszlopmatrixa. Az utols6 M Q(lp tag a homogén relativ sebes-

ségkoordinatdk oszlopmétrixanak transzformaltja Sy-ba. Mivel a Qip) oszlopmatrix
a P pont homogén koordinatait tartalmazza, derivalassal az oszlopmatrix negyedik
eleme nulla lesz, és igy a matrixszorzaskor nullazza az Mo negyedik oszlopat.
Ezért az Mo matrix az Loz homogén rotéaciés matrixszal helyettesithetd, amit ugy

kapunk meg, hogy az Mo negyedik sorat és negyedik oszlopat kinullazzuk.
Ennélfogva

<(P) _ «(P)
MOlgl - ngl

A transzformaciés matrixnak a (196) 6sszefliggés értelmében felbontott alakjat
kihasznalva, illetve az S;-beli koordinatékat attranszformalva Sy-ba, az abszolut
sebességmatrix az alabbi médon irhato:

148



EME

Anyagi pont relativ kinematikaja

dL, dT
vy = ( o J(Lw +Ty ) [gp) +Ly Q(P) =

= dt  dt =1
dL dT, dL dT, )
= dt01 L10 + dt01 LlO + dt01 T10 + dt01 T10 [E)P) + I—01 g(lp)

@

A zarojelparban allo 6sszeget kifejtve

000 f
dL,, dT, dL,, dT, - 0 0 0 g,

+ L.+ T, + T,=w,+ L, +
dt ™ dt Y dt * dt * ""|{0o 0 0 h,| ®
5,_/

@ 000 O
000 f] fooo f[[000 f]
C|L01000g0+ooog0 000 gof
dt (0 0 0 hy] 1O 00 h,/|O 0 0 hy
000 0] 000 0000 O]
000 f
5,40 00 G
000 h,
0 00 O
A kapott részeredmény visszahelyettesitése utan
f,
v =@, [ D0 Lyt (255)
0
0

az abszolut sebességmatrix.

A (255) matrixegyenlet egyenértékli a (254) matrixegyenlettel. Gyakorlati
szamitasokban el6nydsebb a (254) alatti alakot hasznalni, mivel a képlet jobb-
oldalan all6 elsé tag a szallitésebesség, a masodik pedig az Sy rendszerben adja
meg a relativ sebesség koordinatait.. A (255) egyenlet megegyezik a (252)
vektoregyenlet matrixos alakjaval. Osszefoglalva, P pont abszolit sebességmatrixa
harom tag 6sszege:
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°* @, [ff) — a pillanatnyi forgasbol adédo szallitésebesség- matrix;

o |f, g, h, 0] — az O; mozgd origé sebességét add sebességmaétrix,
azaz a szallitésebesség masodik része;
o L, Q(lp) — a relativ sebesség matrixa az allé koordinata-rendszerben.

3.3.3. Anyagi pont gyorsulasa a relativ mozgasban
A. Vektormodszer
A gyorsulas vektoridlis képletét a (252) alatti sebességképlet id6 szerinti derivala-
saval kapjuk meg. Megjegyezzik, hogy most is — akar a sebességképlet eseté-
ben- figyelembe kell venni a lokalis és abszollt derivaltakat:
= d r = . re ° 5 d r = . g . e

ZV(()P) :_(f1 1, +0, ), + h1 k1)+_(fo Iy +0, Jo t ho k0)+

dt dt

g (256)
+a(a_j><(fl i1+g1 j1+h1 kl))

A derivalas soran az alabbi részeredmények adddnak:

%(fl Tl +gljl +h1 k.1): (fl i41 +g1J?1 +H1 k.1)""?1 i;1 +g1j1 +h1 E1 =
= (fl ia1 +Gljl +H1E1)+&3X(f1 i41 +glJ?1 +h1 R.1)

%(fo To +gojo +ho Ro)z‘f‘o i.o +d, jo +H0 Ro

S oxlhTrg T h k)= xbiTr g, n )+
+a$x(flfl+gl]l+h1 E1)+c?)x(c?)x(flfl +glj?1+hl El))

Megfelel6 csoportositds és atrendezés utan a gyorsulas képlete a kdvetkezé
alakot olti:

a(()P) = (fl idl +g1j1 +H1 Rl)"'
+{Ex(f1 Tl-i-gljl-l-hl El)+a3x(a3x(flfl+glj?l+hl El))+ (257)
+fi,+6,7,+h, Ro}+20?)x(flfl +9,j,+h, El)

A jobboldalon all6 6sszeg harom részre bonthatd, amit a kovetkezékben
részletezink.
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A relativ gyorsulas a P pont S; koordinata-rendszerhez viszonyitott gyorsulasa.
Osszetevéi a relativ palya koordinatainak masodrendi derivaltjai, tehat

afp) = ‘fl Tl +0, L + Hl E1 (258)

Vegyik figyelembe, hogy a szallitbmozgas soran a vizsgalt anyagi pont relativ
koordinatai valtozatlanok maradnak. Az ennek megfeleld tagokat 6sszegydijtve, a
szallitégyorsulasra irhatjuk, hogy:

5(P)
g

Ex(f7,+0,5,+h,K J+ox(@x(f, 7, +9,7,+h, K )+ 050
+f0 i0+g0j0+h0 kO

A szallitégyorsulasnak harom dsszetevéje van:

e a szoggyorsulasb6l adédo & x (fl i,+0,j,+h, kl) szoggyorsulas-vektorra
merdleges dsszetevo;

e a pillanatnyi forgasbél adédo an(an (f1 i,+0,j,+h; kl» szbgsebesség-
vektorra meréleges 6sszetevo és végil

e amozg6 origé f,i,+4, j, +hk, gyorsulasa.

A (257) kifejezésben szerepel a Zéx(fl Tl+glfl+h1 Rl) tag, ami nem mas,

mint a pillanatnyi szégsebesség, és a relativ sebesség vektorszorzatanak kétsze-
rese. A tag dimenzidja nyilvanvaldéan a gyorsulas dimenziéja. Vegyik azt is észre,
hogy ez kizarélag a relativ mozgas jellemz&je, mivel szerepel benne a relativ
sebesség. Ezt az 6sszetevét Coriolis-féle gyorsulasnak nevezi felfedezdje nyoman
a szakirodalom:

a0 =261, +9,7,+h, K )=25x9" (260)

A Coriolis-féle gyorsulasnak figyelembe vétele [ényeges a szerkezetek mozgo
alkatrészeinek méretezésekor. Megjelenése a Coriolis-féle jarulékos erével tarsul,
ami bizonyos esetekben jelentés tobbletterhelést jelent. Ha ezt figyelmen kivil
hagyjuk, nem lesz kielégité a szerkezet méretezése (ellenérzése). Ennek hibas
mikddés, esetleg rongalddas lehet a kovetkezménye.

A Caoriolis-féle gyorsulas nem jelenik meg a relativ mozgéasban, ha:

e a mozgo rendszer haladé mozgast végez;

e Parhuzamos a vizsgalt P pont relativ sebessége a pillanatnyi forgastengellyel,

e Zérus értéki a vizsgalt P pont relativ sebessége.
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B. Matrixmddszer
Az abszollt gyorsulds meghatarozasa céljabdl derivaljak idé szerint derivaljak a
(255) sebességmatrixot:

fy
d d - ~ (d d|g dL,, . d.
a“’)z—v(”:(— jr(mr [—r“’)}r— Jo | Tl o) (_ (P)jl
Tt “lar ) Tl ) ae h,| dt & Tl gt
vy 0

A (255) visszahelyettesitése és a kijelolt miveletek elvgézése utan kapjuk,
hogy

fO fO
N - - 8|~ e |G|, dLly. )
QE)P) = E0 [f)P) + wO wO [f)P) +w0 g'o + wO L01 (*) + 90 + - Q(P) + LOl Q(P)
h, N N AT
0 0

Vegytik észre, hogy

dL, . dL ) dL : ~ .
dtOl _(1P) = dtm Ly Lo g(lp) :[ dtOl Llojl—m gip) =w, Ly g(lp)

E

Az utdbbi részeredmény visszahelyettesitése és némi rendezés utan az alabbi
alakot olti a gyorsulasmatrix:

f,
Q-EJP) = Eo [E)P) + (—:)0 a’o [E)P) + E‘IO + L01 é(lp) + 26:’0 L01 Q(lp) (261)
. ot l
0

A (261) képletben is elkuldnil egymastél a szallité-, a relativ és a Coriolis-féle
gyorsulas:

f,
a® =&, 1)+ @, @, 1 +| 20
0
(262)
P) _ -+ (P)
Qr - LOl gl
) _oc ()
QC - 2w0 LOl gl
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A (254) képlet id6 szerinti derivalasaval, és a transzformaciés matrixnak a
homogén rotaciés matrixszal valé felcserélése utdn — ez csak az elsé képletsor
utolsé harom tagja esetén lehetséges — a kovetkez6 kifejezést kapjuk:

2
e _dMy ), dMy ey dMy ) ~(P) _

P
G dt? gl dt dt gl +My, 91 -
d’M dL (263)
_ 01 (P) 01 ~(P) - (P)
o dt? Q +2 dt Q +Lo Q

A (263) Osszefliggés elsd tagja a szallitdgyorsulas, a masodik a Coriolis-féle
gyorsulas, az utolsé pedig a relativ gyorsulas. Ezt Ggy lehet igazolni, hogy az Mo
matrixot homogén rotaciés és homogén transzlaciés matrixok dsszegére bontjuk
fel, és a miveleteket a 3.3.2. paragrafusban leirt médon végezziik el. A részletes
szamitasokat az Olvasora bizzuk.

A relativ mozgas egy fontos kévetkezménye, hogy a nem tehetetlenségi
koordinata-rendszerben mozgé anyagi pontra (anyagi testre) a kodlcsénhatasbél
szarmazo6 erdék mellett, tovabbi Un. jarulékos (vagy tehetetlenségi) erék is hatnak.
Ezek egyike a Coriolis-féle eré:

I_:’Coriolis =-2-m- (Q X \7r) (264)

51. abra.
A Coriolis er6 hatasa
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A Coriolis-er§ a nem tehetetlenségi (tehat a bazishoz viszonyitva elfordulést is
végrehajtd) koordinata-rendszerekben jelentkezik. Mivel a Fo6ldhoz koétott koor-
dinata-rendszer nem tehetetlenségi rendszer, a Fold sajat tengelye koérili forgasa-
nak kovetkezményeként fellépd Coriolis er6 meghatarozza a a fontosabb lég-
aramlatokat, az tengeri aramlatokat, a folydmedrek alakulasat és esetleges
helyvaltoztatasat, valamint egyes mozgasokat is — gondoljunk itt pl. a miholdak
mozgésara. Az 51 &bra azt szemlélteti, hogy keleti vagy nyugati, illetve északi
avagy déli iranyd mozgas esetén (e mozgas Foldhdz viszonyitott sebessége a
relativ sebesség a Coriolis gyorsulas képletében) miként jelenik meg a Coriolis eré.
Az egyenlitén felvett B pontban, ha a tekintett test V,, sebességgel halad kelet

felé, akkor az IEBleréhatés a gravitacié ellen dolgozik. A nyugat felé halad6 testek

pedig nehezebbek lesznek! A B pontbdl induld, északra, avagy délre halad6
testekre kezdetben zérus értékii ez az er6hatas — parhuzamos a relativ sebesség
és a Fold szogsebessége.

Amennyiben az északi félgobmb A pontjabdl kelet felé mozog a test v,

sebességgel, a keletkezd IEA Coriolis-er6 az A ponton athaladé meridiansikban

fekszik, és mer6leges lesz a Fold forgastengelyére. A sugariranyu F,, 6sszetevd
csokkenti a sulyerét, mig az IEAt érintésikban fekvd Osszetevd a testet a mozgas

iranydhoz képest jobbra probdlja eltériteni. Ez a hatas mutatkozik meg abban,
hogy a viszonylag egyenes iranyu, tehat kis gorbuletl folydomedrek jobb partjan a
vizmosads hatasa nagyobb mértéki, mint a bal partjan. Egyes hidrografiai
tanulmanyok, a Coriolis-er6 alapjan magyardzzadk azt a jelenséget, hogy a
folydmedrek idével jobbra tolddnak el. Erdemes azt is megemliteni, hogy a
viszonylag nagy feliiletli és lapos edény kdzponti lefolydjan kiaramlo folyadék
felszinén Oramutaté jaradsaval ellentétes iranyd a folyadék aramlasa. Ez
természetes, mivel az edény kdzpontja felé haladd folyadékelemet a Coriolis erd
jobbra tereli.

Hasonl6 gondolatmenettel vizsgalhaté a Coriolis erd hatasa a déli félgomb E
pontja esetén. Az abra alapjan belathatd, hogy a tangencialis IEEt Osszetevé a
mozgo testet a palyajardl balra probalja eltériteni. Az északi féelgdmbon jelentkezé
hatasok forditottja figyelheté meg, vagyis a folydk bal partjan jelentkezik jobban az
eréziod, mig az edénybdl lefolyd viz fellletén megjelené aramlat az 6ramutatd
jarasaval megegyezé. Erdekességként emlitjiik meg, hogy mar az elsd vilagha-
borGs hadihajok |6vegeinek iranyzéka is a Coriolis-effektus kompenzalasaval
készult!
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3.4. Anyagi test relativ kinematikaja

3.4.1. Anyagi test relativ mozgaséanak sajatossagai

A relativ mozgas anyagi testre vonatkozd jelentése lényegét tekintve ugyanaz, mint
az anyagi pont esetében ismertetett: a test egy mozgé koordinata-rendszerben
végez mozgast.

Az anyagi test relativ mozgasanak vazlatat az 52. dbra szemlélteti. A merev
testhez rogzitett S, koordinata-rendszer elmozdul az S; koordinata-rendszerben,
mikézben S; az Sy rogzitett koordinata-rendszerben mozog. Az anyagi pont ese-
tétol eltéréen, az anyagi test mozgasanak kinematikai modellje harom koordinata-
rendszer kblcsonds helyzetének idébeli valtozasat kell, hogy leirja.

Zo| VY4

zo’ fo 1/ Xg 1Yy
304 4 vy,

(nz)

/e » , Yo ﬂ

75(0. ﬂ("z) {&L\’ / %,
7 {(02)

0’ e

Y

Xo \ f;("’l) = =~

52.4bra.
Az anyagi test relativ mozgasanak geometrigja

Az 52. abran szemléltetett merev test valasztott M pontjanak /35“") a helyvektora

a testhez kotott S, koordinata-rendszerben. Ennek nyilvanvaléan allandék a koor-
dinatdi S,-ben. Feltevésiink szerint a merev test szabad mozgéast végez az S;
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koordinata-rendszerhez viszonyitva, melynek paraméterei, a (188) képlet szerint,
az S, rendszer orig6janak helyzetét megadd koordinatak, illetve a tengelyei iranyat
meghataroz6 Euler-szogek az S; koordinata-rendszerben. Az S; rendszer ugyan-
csak szabad mozgast végez az So-hoz képest. A harom koordinata-rendszer adott
idépillanatnak megfelel6é helyzetét 12 skalarfliggvénnyel lehet leirni, amelyekben a
valtozo az idé:

XEOZ) = fz (t)
yi% =g, (t)
2% =h,(t)
v, =1,(t)
0, =0,(t)
—o,(t
o
o =g,()
2™ = h, (1)
v, =¥,(t)
0, =06,(t)
o =,(t)

A (264) képletekben a koordinata-fliggvények felsé indexe a vizsgalt pontra
vonatkozik, az als6 pedig a koordinata-rendszert azonositja. A merev test M pontja
az S; rendszerhez viszonyitva relativ mozgast végez. Ha az M pontot az S,
rendszerrel mereven 0Osszekétottnek tekintjik, akkor ennek Sy-hoz viszonyitott
elmozduldsa kizarélag annak tulajdonithatd, hogy S; mozog az Sy-hoz képest.
Ebben az esetben, ugyanlgy mint az anyagi pont esetén, az S;-hez régzitettnek
tekintett M pont mozgasat szallitbmozgasnak nevezzik. Az M pont Sy-hoz
viszonyitott mozgasa pedig az abszolit mozgas, ami most is a relativ és a szallitd

3.4.2. Anyagi test adott pontjanak palyai a relativ mozgéasban
Az 52. abra alapjan felirhatd a kovetkez6 vektoregyenlet:

01) ~ (M)

+7%) 4 B¢ (265)

Az egyenletben szerepl6 helyvektorok dsszege az M pont Sy-beli helyzetét adja
meg az idS fuggvényében, tehat 7™ az M pont abszolit palyagérbéjének
vektoregyenlete.
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Amennyiben adott t=to idépillanatban lerdgzitjlk a merev testet a mozgo S;
rendszerben, akkor az S, rendszerb6l megfigyelt mozgasa kizarélag az S, rend-
szer mozgasabol adodik. Ennek leirasahoz a (264) Osszefliggések utolsé 6
egyenlete sziikséges; az elsd 6 egyenlet ugyanis az S,-nek (azaz a testnek) az S;-
ben végzett mozgasat irja le. Nyilvanvald, hogy a (265) egyenlet ebben az esetben
a kovetkez6 sajatos alakot olti:

(©=r 1) A ()

A (266) egyenlet az M pont to idépillanathoz tartozé szallitopalyajanak vektor-
egyenlete.

A relativ palya a merev test M pontjanak az S; mozg6 koordinata-rendszerben
medfigyelt palydja. A péalya adott pontjanak helyzetvektorat a (265) egyenlet jobb-
oldalanak utolso két tagja adja:

FM)

0

(266)

M =70 4 (267)
1 pz

A relativ palyat meghataroz6 6 koordinatat a (264) rendszer elsd 6 egyenlete
értelmezi. (A szégkoordinatak tekintetében mas valasztas is lehetséges.)

3.4.3. Anyagi test adott pontjanak
sebessége a relativ mozgésban

A.Vektormoédszer

Ugyanugy, mint azt az anyagi pont esetén mar lattuk, az M pont sebességének
két dsszetevdje van: az egyik a relativ sebesség, ez az M pont S;-hez viszonyitott
sebessége, és a szallitosebesség, amely az S; rendszerrel mereven 6sszekotott M
pont S, rendszerben medfigyelt sebessége (az S; rendszer azon pontjanak sebes-
sége, amely a vizsgalat id6pontjaban egybeesik az M ponttal)..

A relativ sebesség meghatarozasa céljabdl a (267) képletet derivaljuk az id6
szerint:

dr™ d - . )
v = L (02) (02) M T Ly T LS )
vV = =—IX i+ +2) k +Xy ), + +zM Kk, )=
r dt dt( 1 1 Jl Yo j,+ 2)
=X T 4y T 4200 K e x™M Py ™ 4z E V0D L 5@ x p)
Vo,
(268)

A szallitésebesség a (266) képlet id6 szerinti derivaltja. Figyelembe kell venni,
hogy az M pontot az S; rendszerhez mereven hozakétottnek tekintjik. Ennélfogva
az M pont egyiitt mozog az S; rendszerrel, ennek a mozgastérvényét koveti. A fent
mondottaknak megfeleléen

d _
Sl 4r, )+ ()=

VAL 1P xFM  (269)
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A (269) képletben az M pont helyvektorat az S; rendszerhez rogzitettnek
tekintjilk: allanddak tehat ebben a rendszerben az M pont koordinatai. igy a szalli-
tdsebesség, ugyanldgy mint az anyagi pont relativ mozgésa esetén, az O; origo
sebessége és az S; rendszernek Sy-hoz viszonyitott pillanatnyi forgasabdl adédé
sebesség Osszege lesz.

A (268) és (269) képletek alapjan felirhat6 az M testpont abszolit sebessége:

1) (M)

A (270a.)

Vo = VM 405" =V 4+ 60 x pI" + 0 + 65

Vegyik észre, hogy mind a szallitd, mind a relativ sebesség egy pillanatnyi
haladémozgas jelleg(, és egy pillanatnyi forgas jellegli 6sszetevé Gsszege. A fenti
vektoregyenlet gyakorlati szamitasokra csak ugy alkalmas, ha minden tagot ugyan-
abban a koordinata-rendszerben fejeziink ki. A (270a.) egyenletben szerepl6 vek-
torok als6 indexei, akar az elébbiekben, azt a koordinata-rendszert azonositjak,
amelyben felirtuk a kérdéses vektorokat.

A test relativ mozgasanak vizsgalatakor Iényeges a sebességeloszlas ismerete.
Az M-t6l kilénb6zd N testpont a sebességét a (270) relacié N-re vald formalis
atirasaval kapjuk meg:

Vi = VN V0 = 0% £ 0 x pIN + 0% + 6 xFY (270b.)

Az N testpont M testponthoz viszonyitott sebessége a (270 a) és (270) egyen-
letek kulénbsége:

o (NM o (N (M —(2 = (N = (M —(1 =(N =(M
T 9 T = (B - ) @ < )

A képletben &ll6 piN — p™ és az T —F™ kilonbségek az N pontnak az
M ponthoz viszonyitott helyvektorat adjak. Az elsé az S, rendszerben, a méaso-
dik pedig az S; rendszerben van felirva. A pillanatnyi sz6gsebesség-vektorokra
ugyanaz a megjegyzés érvényes. Ha a vektorokat ugyanabban a bazisban irjuk
fel, akkor az N pont M ponthoz viszonyitott sebessége:

v = (3 + 3 )x MN; | i€ {0;1;2} (271)

A fenti egyenlet megadja a mozgd merev test barmely két pontja kozotti
sebesség-kilonbséget. Az eddig targyaltaknak megfeleléen, a képletben
szereplé vektorok alsé indexe arra a koordinata-rendszerre utal, amelyikben a
vektorkoordinatakat felirtuk — a jelen esetben N és M jeldli ezeket a pontokat.

Erdemes megfigyelni, hogy az @' szégsebességvektor a vizsgalt merev test
pillanatnyi szégsebessége az S; rendszerhez képest, és hogy & a szabad
mozgast végzének feltételezett S; koordinata-rendszer pillanatnyi szégse-
bessége az S,- ban. Ha az egyszerliség kedvéért a (271) egyenletet az Sy
abszolat koordinata-rendszerben irjuk fel, akkor a két szogsebesség 6sszege a
merev test abszollt rendszerben megfigyelt szégsebessége.
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Erdemes bevezetni a mozgas geometriai sajatossagait az eddigiekkel 6ssz-
hangban tlikr6z6 alabbi elnevezéseket:

o« &% =@, a relativ szogsebesség (mivel ez a szogsebesség a merev test S,
rendszerben megfigyelt szogsebessége);

o W =0, a szallitd szogsebesség (mivel ezzel a szdgsebességgel mozog a
merev testet szallitd S; koordinatarendszer) és végll

s 0,,=0,+0, a merev test S, rendszerben megfigyelt abszolat
szogsebessége.

A (271) képlet olvasata ugyanaz, mint a sebességek kozotti dsszefliggésé: az
abszollit szogsebesség a szdllito szogsebesség és a relativ szdgsebesség
0sszege.

Ha a testhez kotétt S, koordinata-rendszer O, origéjat valasztjuk referencia-
pontnak, akkor a (271) egyenlet a kbvetkez6, kedvez8bb alakot 4lti:

oo = (a7 a0 )x(BY), i e 0:1;2) (272)

A helyvektorok esetén ugy alkalmazzuk az i indexet, hogy el6szor zarojelparba
helyezzilk a helyvektort: (5{"), az N testpont S,-beli helyvektora az S-ben.

B. Matrixmddszer

A matrixmédszer alkalmazasa feltételezi az S,-bél az S;-be, illetve az S;-bél az
So-ba torténd transzformacié matrixainak ismeretét minden idépillanatban. Ezek a
matrixok megegyeznek formailag a szabad mozgas vizsgéalatakor levezetett mat-
rixokkal, az elemeiket pedig a (264) mozgastoérvény alapjan lehet felirni.

Ezzel 6sszhangban a tetszélegesen valasztott M testpont homogén koordinatait
az Sy rendszerben az

[E)M) =M, M, g(ZM) (273)

matrixegyenlet adja meg. Tovabba az elsé transzformacié matrixat két részre
bontjuk fel:

af By x™V] [al B oyl 0] [0 0 0 x™

M. _|% Po1e x| |a; By v, O |0 0 0 xP

or | .1 1 1 )| 7| 1 1 1 + 00O (01)
a, 3 V3 X o8 3 V3 Xo

0O 0 O 1 0O 0 0 O 0 0O 1

ahol a jobboldal els6é matrixa az Lo forgatématrix a masodik pedig a To transzla-
ciés matrix. Az Lo forgatématrix elsé harom oszlopa az S; rendszer Tl,]l,kl
egységvektorainak koordinatait tartalmazza az S, —ban:
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R 17 10
150 A, |t a, ko

= Bi i+ By ot By K
k1:7/11 i0"'7/21 jo"'}/3l ko

—_

\—-l
Il

Az Mz transzformaciés matrix ugyanigy bonthaté fel két részre:

af pLoyvi x| fed BE oyl 0] [0 0 0 xp*

0

M| Bl v el B oyl 0| 100 0y
27| 2 2 2 (02) | | 42 2 2 0 + 0 00 (02) | — 2ty
a, s Vs Lo a, 3 Vs Zy
0 0 O 1 0 0 0 O 0 0O 1

Az M pont abszolut sebessége a (273) matrixegyenlet idés szerinti derivaltja:

dm dM
ME)M) = (TM M12 + M01 lejg(zwl) (274)

A transzformacios matrixok felbontasainak segitségével kapjuk, hogy

aM,, M, +M aM,, _ dL‘“erTOl L,+T,)+(L,+T —d|'12+—dT12 =
12 01 12 12 01 01

dt dt dt dt dt dt
dL dT dL dT
T e B
dL dL dT dT
+L01 dtlz +T01 dtlz +L01 dtlz +T01 dtlz
Visszahelyettesités utan a kovetkezé nyolc tag jelenik meg a (274) jobboldalan:
dL dL ~
dtOl 12 _(ZM) = dtOl Lo Lo Lo g(ZM) zwél) Lo, g(zM) =
&y (i)
_oW (Q(zw)o — @ (r™ — o)
000 xX[a?2 B2 #2 0 0
dTOlL ™M) 0 0O y§°” a; , 7. 0 Q(M):O Q(M): 0 (i)
at 22 Tlo 0 0 #||a2 g2 42 0|2 T Tl
0 00 O 0 0 0 O 0

160



EME

Anyagi test relativ kinematikaja

dly - o _dL

at =2 =g Lo baTa 0]
al Bt oyt 0]fo 0 0 X
=W o, B, v, 0[|0 0 0 502) M)
“lal BL oyl o0ll0 0 0 2z |%
0 0 0 0]/]|0 00 1
0 0 0 lx +ﬂ1 y1 "'71 03) ng)
11l
_ow|0 00 o X% + By +},2 02) || y(w i (iii)
o0 o0 31 +ﬁ3y1 +ysz 0z) zgm)
000 1 .
_X(()OZ) — X(()Ol)
W o2~y © (01 (o)
—a . 1
=@ | ooy |= @8 (12 1)
0 0
| 1

Figyeljuk meg, hogy az els6é harom tag 6sszege
ol (L(OM) 1l )+0+w & ( (02) _ (o) ) o (_(M on)

ami a merev test c?)(l)pillanatnyi szdgsebességvektora és az O,M vektor vekto-
ridlis szorzatanak matrixos alakja az S, rogzitett koordinata-rendszerben. A tovabbi
tagok pedig:

)‘((()01) X(()Ol) )‘((()01) XgM) )‘((()01)
ZLPORN PRy P X B P M
Tlegz =1(0),5 Z.(()ol) (0). 5 Z(()Ol) Qe = (0). 5 2((301) 2 = 2((301) =V,
0 1 0 1 0
(iv)
dL dL
01 dtlz Q(ZM) =Lg dtlz L, L129 =Ly Ly Lo1w1 Loly Ly Q(M)_
%f—’_(z) E E
)
M) _ ~(2 M
=Ly Ly L01w1 LoLloly Q(z ):wg)(g(z ))0
e wr N
)
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n g @ =000 € =0, v
0 0 0 j- + ﬁl yl +}/l ) X;M)
L 9T o |0 0O i +ﬁ2y1 +yz e |
01 dt S, O O O 1 +ﬂ3 y1 +7/3 ) Z;M)
000 0 1

02)+ﬂ1 y(02)+71 2(02) (V")
0z)
+ +
ﬁ y1 }/z o) 2&(102))0
)4 By 4y 2
0

A (vii) tag az O, origb S;-hez viszonyitott sebessége az S, allé koordinata-rend-
szerben. A nyolcadik és utolsé tag pedig:

dT,
" 4t

Osszegytijtve az (i)-(viii) részeredményeket a valasztott M testpont abszol(t
sebességének oszlopmatrixat kapjuk, az Sy rendszerhez viszonyitva:

yéw _ (;)<01> (E(OM) _[<§2>)+ (;)%) @52) _[<3>1>)+¥gol> +
- (O
(%),

+w(2 CM 02 )+ (yioﬂ)o _

=0,, (vil

), (275)
0
= (0201 4 G >(r _£<Ooz>)+¥gol>+a)<ol> ([<OM>_[<001>)
relativ sebesség szallité sebesség

A (275) képlet tagjainak jelentése a kovetkezd:

. V(o02 ©) _ az S, rendszer O, origdjanak (vagy ami ugyanaz: a merev test O,

pontjanak) sebessége az S, rendszerhez viszonyitva.
. (Déz)([f)M)—[f)OZ)) — a merev test M pontjanak sebessége az O, ponthoz
kotottnek gondolt pillanatnyi a? szdgsebességl forgasabdl az S;-ben;

. y(ool) —az S; mozg6 rendszer O, origéjanak sebessége az Sy-hoz viszonyitva;
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(l (r(M) [gol)) — az S; rendszerhez mereven kotottnek gondolt M pont
sebessege az S; rendszer pillanatnyi, @, szdgsebességi forgasabdl (az O, -
hez kotott @, nyomatéka az M-re).

Visszaidézve a (270) vektoregyenletet azonnal latszik, hogy a (275) képlet elsé
két tagja a relativ sebesség, az utolsé két tagja pedig a szallitosebesség (mindket-
t6 be van jelélve a képletben. Kiilén kiirva:

Mf)'\/')r _y(oz 01) +w(2) ([gM) _LE)OZ))
vt =v @l () -re)

—0 sz

(276)

A (270) vektoregyenlettel szemben kilénbségnek tekintjik, hogy a (275) alatti
matrixos formalizmusban minden mennyiséget ugyanabban az allé S, rendszerben
adtunk meg.

Vegyik észre, hogy a szallitosebesség az (i)-(iv), mig a relativ sebesség az (v)-
(viii) részeredmények 0sszevonasabol adédik Ha még arra is tekintettel vagyunk,
hogy az (i)-(iv) részeredmények a (274) egyenletben allé (de/dt)M12 tag fel-
bontasabdl szarmaznak, akkor a (274) egyenlet alapjan két egyszer(i szerkezet(
képlet irhaté fel a szallitd és a relativ sebesség gyakorlati szamitasara:

dM
M) _ 01 (M)
Vo _— dt M12_2
dM,, M)

dat =2

(277)

M) _
Vo r_M01

3.4.4. Anyagi testpont gyorsulasa a relativ mozgasban

A gyorsulas a pillanatnyi sebesség id6 szerinti derivaltja. Ezt az eddigiekkel 6ssz-
hangban kétféleképpen szamitjuk.
A. VektormoOdszer.

Az M testpont sebességét add (270a.) egyenlet a szamitas alapja:

VI =M 1Y =% 1 5P x pM V) 4 @ x M

v Vi

A gyorsulasvektort a fenti képletben szereplé vektorok id6é szerinti derivalasaval
kapjuk. Szem el6tt kell tartani a derivalas soran, hogy az illeté tagot melyik koor-
dinata-rendszerben irtuk fel, és ezzel 6sszhanban azt is, hogy mi a tekintett tag id6é
szerinti derivaltja. Ez azért [ényeges, mert id6éfliggéek az S; és S, koordinata-rend-
szerek bazisai. Az egyes tagok derivaltjait kiilon-kilén szamitjuk:

a.) V(fZ)—ez a tag az S, origd sebessége az S; rendszerben, tehat a relativ

sebesség egyik Osszetevdje. Ennélfogva
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xl
\—/

d . d [ o) i
—(ViOZ))za(V(X?Z)Il ), +v VIO T V%) § vk +
) ) (278a.)
+V T vl ) +v§?2) k, =80 + & x v\
b.) c?)éz)xﬁé'\") — ez a tag a relativ sebesség azon dsszetevéje, amely az S,

rendszer pillanatnyi forgasabél keletkezik. Mivel ez is a relativ sebesség része, (a
test S;-hez viszonyitott mozgéaséhoz tartozik) a derivalasnal figyelembe kell venni
az S, bazisanak valtozasat is. Ez a jobboldalon &ll6 utolsoé tagban jelenik meg:

d - - - -
dt( "x i)=& x pi + 6 < (67 x pi )+ &P x (@ x pi")  (278b.)
A derivalassal kapott kifejezés utolso tagja pont azt fejezi ki, hogy az (cT) x pg“"))
vektornak az S; rendszer forgasabdl is adodik idébeli valtozasa.

c.) \7(()01)— az S; rendszer O; origéjanak sebessége az Sy allé rendszerben (a

szallitésebesség egyik 0sszetevdje). derivalasa a koordinatak derivalasabdl all —
nincs szikség az S; bazisvektorainak derivaltjaira:

d . ~
a(vgon): 3l (278c.)

d) &' xi™ = )x( 4 pM ) — a szallitdsebesség azon része, mely az S;

rendszerhez kétottnek gondolt M pontnak az S; pillanatnyi forgasabdl adédo sebes-
ségét fejezi ki. A derivalas soran figyelembe kell venni, hogy az M pont helyvektora
az S; orig6jahoz kotott, és azt is, hogy a test (vagy ami ugyanaz: S,) is mozog az S;-
ben:

R N O IR S

+0\) x (\7§°2) +@%) % ﬁg“"))

Az (278a.)—(278d.) részeredmények dsszegezése utan az alabbi képlet adadik
a vizsgalt pont gyorsulasvektorara:

=89 15V x ') 4§D 5 pM 4 5P ( x pi )+a) x( (zz)xﬁ(z'\"))Jr
+é(0°1)+§§1)x(F(°2)+p )+co1 x (@ x (7O + 5 )) & x () + 52 x B
=aP) 4 gD % pM 1 5 x (a)z x pM )+a( 1)L g0 ( +p§M))

+

5000 <[+ 510} 209 (0 + 8 < )
(279)
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A (279) képletben jol elkllonitheték az anyagi pont relativ mozgasa kapcsan
megismert gyorsulas-0sszetevok.

A relativ gyorsulas a tekintett M testpont gyorsuldsa az S; szallitérendszerhez
viszonyitva. Ez az O, origd gyorsulasabdl, tovabb az S, szdggyorsulasa, illetve az
S, forgasa okozta gyorsulasokbdl all:

a™M = ﬁfoﬂ +&P x pM 1+ &) x ((5;2) X ﬁ;M)) (280a.)
Vegyik észre, hogy a fenti képlet a merev test két pontjanak gyorsulasa kozétti

Osszefliggés képlete ha a merev test az S; rendszerben mozog, és ismerjik adott

pontjanak (O,) gyorsuldsat, a test 52(2) szdggyorsulasat, cf)gz)szégsebességét,

valamint az M pont O,-re vonatkozé ﬁ;M) helyvektorat. Erdemes a most mondottak

alapjan ezt az eredményt egybevetni a merev test szabad mozgasanak esetére
érvényes (230) alatti 6sszefliggéssel.

A szallitégyorsulas a tekintett M testpont gyorsulasa akkor, amikor az S,
rendszerrel mereven koétottnek tekintjuk (azaz az S; rendszer azon pontjanak
gyorsulasa amely egybeesik a relativ mozgast végzé test M pontjaval a vizsgélat
idépillanataban). Mivel az S; rendszer a hozza kétottnek gondolt M ponttal egyutt
nyilvanvaléan merev testként viselkedik, a kapott eredmény meg kell hogy
egyezzen, szerkezetét és tartalmat tekintve, a (230) képlettel. A vonatkoz6 tagokat
0sszegyljtve kapjuk, hogy

AM =30+ EOx([FO) + 5 )+ &) x (@ x () + pW)) (280b.)

sz 0

azaz a (230)-bol Ggy kovetkezik a (280b.), hogy a C-nek O,, £ -nak, Eil) , @ -nak

c?)gl) , a helyvektornak pedig helyvektor 6sszeg a megfelelje.

A Coriolis-féle gyorsulas itt is, akar az anyagi pont relativ mozgasa esetén, a
szallité rendszer szbgsebessége és a relativ sebesség vektorialis szorzatanak
kétszerese (Vegyuk észre, hogy a zardjelparban allé kifejezés, dsszhangban a
(270a.) egyenlettel és a Coriolis-féle gyorsulas (260) alatti értelmezésével is, az M
pont relativ sebessége.)

3 =269 x (V) + 5@ x M) (280c.)

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy milyen Osszefliggés all fenn a szbggyor-
sulasok kozott. A (279), (280a.), (280b.) és (280c.) képletek egybevetése szerint
a merev test szabadon valasztott M és N pontjara felirhaté a gyorsulas:

—’M)
C

Vonjuk ki az els6é egyenletb6l a masodikat, és helyettesitsiik a (280a.), (280b.)
és (280c.) képleteket a kiilénbségképzés soran. Kapjuk, hogy
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é(M) _ a(N) —

= £ (a0 - a2 x (@2 x (1 - 50 )

ESM),E(N)

(5 = 5 o < x50~ ) 281)

A Coriolis gyorsulas felbontadsaval, megfelel6 atcsoportositassal és a kétszeres
vektoridlis szorzatok kifejtése mellett, a p™ = 50 — ) jeloléssel (emlékez-

zlink, hogy a vektor obiektiv mennyiség, tehat koordinata-rendszer-figgetlen, igy
az als6 index elhagyhat6 — a jeldlés olvasata az M pont N ponthoz viszonyitott
helyvektora, barmelyik koordinata-rendszerben), utan kapjuk, hogy

M) _g(N) —

(g + & ) (MN)+( +@ (>)x(o?)(2)xpMN))+a3(l>x((ai(l)+o?)(2))x,3(MN)):

e 4l 15+ 57)- e )

+aW x ((~(1) ) MN))

(g<>+(8 ) p(MN)+( <>+w<)) ((~<1> ) p(MN))

_( <>+w<)) ( (1)xﬁ<MN>)+@(1)x((a3(l>+@ )XE(MN)):
=(§(1)+g(z))xp(MN)+( W 4 5 )) ((a(l) ) p(MN))

— &' )x( p(MN)) = (1) x( pMN))

A fenti egyenlet jobboldalanak két utolso tagjaban kifejtjik a kétszeres vektoria-
lis szorzatokat és atrendezzik:

_a® ( (1) o ) ( )
( (2) pMN))w ( W 5 ))p )+(a—) 1) p(MN)) ) _(66(1)_0—)(2))/3(MN)=
(a) Y4 )xp(MN)
Ezzel a (281) egyenlet végleges alakja a kbvekezd:

AM —EN = (FO 1 EO N 5N 13V 6 x (3D + 3P Jx 5 )+

282
(wa)xa)()) SN (282)
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Az M pont N ponthoz viszonyitott gyorulasat felirhatjuk a rogzitett S, koordinata-
rendszerben, a (230) képlet alapjan. Eszerint

F(M) _

a (283)

Idézziik fel a 159. oldalon bevezetett elnevezéseket, és az ennek szellemében
felit & =% +&% =o, +@, abszolit rendszerben megfigyelt szégsebességet,
majd terjesszik ki ezt a szoggyorsulas-vektorokra. Felirhatjuk, hogy
5(2) +§(1)

E =

=& tTE&,

Véqlil, a (282) és (283) egyenletek egybevetésébdl lathatd, hogy
3® W 5@

E§=894+5Y10Yx0" =8 +&,+d"Y xd (284)

Aképletben all6 £? =&, és gV

7Vxap® =

= £, rendre a relativ és szallité szoggyorulas.

Az utolsé @ =0, x@, tag szerepe hasonlé a Coriolis-féle gyorsulaséhoz.

A (284) képlet igy az abszollut széggyorsulas és a merev test relativ mozgaséaval
kapcsolatos szdggyorsulasok kdzotti 6sszefiiggés.

B. Matrixmodszer

A matrixmddszer alkalmazasaval a gyorsulasvektor homogén koordinatait (az
ezekbdl felépitett gyorsulasmatrixot) allitjuk elé az S, allé rendszerben. A szamitas
a (274) sebességegyenlet id6 szerinti derivaltjanak meghatarozasat jelenti:

d dM dM
M) (_(M ) dt( dtOl 2+ My = jQ(zM) =
_ d’ M01 Mlz de dMlZ +dM01 dM12 +M01 dzlvlzu Q(ZM) —
dt? dt dt dt dt dt
2
— d MOl M M)+2dMOl dMlZ (2M) o 212 (2M)
dt? dt dt dt

(285)
Koénnyen belathato, hogy a (285) egyenlet jobboldalanak elsé tagja a szallito-,
kozépsd a Coriolis-, illetve legutolsé a relativ gyorsulas:

2™ _d’M,, M)
% 5 dt? 12 @,
dM,, dM

M) _ 01 12 (M)

a =2——= 286
), =2 e S o (286)
m _m TMe w

4y a2
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A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy egyenértékiiek a vonatkozé vektor- és
matrixdsszefliggések.

A szamitasok soran, Ggyandgy mint azt a sebességmatrix szamitasanal tettiik
figyelembe vesszilk a transzformacios matrixok (273) képlete utan részletezett
felbontasait rotacios és transzlacios részekre. Felhasznaljuk tovabba a sebesség-
matrix levezetése soran kapott (i)-(viii) részeredményeket is. A pillanatnyi sz6g-
gyorsulas ferdeszimmetrikus matrixanak eléallitasakor figyelembe kell venni, hogy:

~ d - d(dL d’L dL,, dL
eozm((‘)o) (dtm Lloj: dt201 L+ dtOl dtlo

Ezenkivl, a pillanatnyi sz6gsebességre vonatkozéan két egymassal egyenértéll
matrixos kifejezést is el6 lehet allitani. Derivaljuk ehhez az

" dt

L01 L10 =E
egyenléséget az idd szerint. Kapjuk, hogy

dLOl L10+L01dL10 =0 = LmdLlO z_dLOI L z_a)(l)
dt dt

dt dt * ’
A fenti 6sszefliggések figyelembevételével:

d’M d’L, d’T
Q‘E}M) = - M., Q(M) :( ot Olj(l—u J"le)g(zM) =

oo dt? =2 dt*  dt?
d’L o, d°T M)
:sz L10AL01 Ly Q, +T201L12 Q
E %f—/
=0
d’L w AT, )
+T201L10AL01T12 Q, +T201T12 Q =
E
_ d2L01 L.+ dLo1 dLo1 _dLo1 dL01 L (M)+
= 2 10 02 @
dt dt dt dt dt =2

€0
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0 0 0 x°
B L R i | o
a2 ' dt dt  dt dt | /o 0 o z[02) | =2
000 1
[0 0 0 %[0 0 0 x!°
000 y2|0 00 yo|
+ 5(01) (02)
000 z°%|lo 00 2! 2
000 1000 1
:Eél)(EE)M) r(oz))_'_(':)(l)"’(l)( (M) Egoz))
+’€(()1)(£f)02) £( ))+(,|)(l (l)(EE)OZ) £(01))+a(01):

o Lo

Els6 pillantasra latszik, hogy ez a képlet megegyezik, eltekintve att6l a koril-
ménytdl, hogy matrixokat tartalmaz vektorok helyett, a szallitégyorsulas (280b.)
képletével. Figyelembe véve a kiindulasul szolgal6 (286) alatti elsé képlet egysze-
riségét, nem nehéz érzékelni a matrixmodszer elényeit.

A Coriolis gyorsulas elemzése hasonlé madon torténik:

dM, dM dL dT, dL dT
_f)M)c —p"m¥ "1z (M):Z( o, 01)[ 12 1ZJQ(M)=
dt dt -2 dt dt dt dt /=2
_ dL01dL1z+dT01 dL1z+dL01 dT12+dT01 dle (M) _
dt dt dt dt dt dt dt dt |-2
=0 =0
dL dL dL dT
= 2(_d ‘E)l L10 L01 d;z L21 L12 d‘;l LlO LOl d;zj g(ZM) -
~ dL
_ (1) 12 M) | _
=2w, | Ly —= it L,L, Q +L dt =
aP
2% (L w(z)( (M) £(102))+|_01 dc;rtlz (zrvl)j:

=2\ (LOlw(z)(r(W ro2) )+L voZol))
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3. Fejezet. A relativ mozgéas

Az Osszehasonlitas kedvéért idézzik vissza a Coriolis-féle gyorsulas (280c.)
Osszefuiggését. A fenti képlet utols6 képletsorat kell vele dsszevetni. Megkonnyiti
az Osszehasonlitast, hogy ugyanaz az egymasnak megfeleld tagok sorrendje.
Fentebb az elsé szorzétényezd a mozgd S, koordinata-rendszer (a szallitd koordi-
nata-rendszer) pillanatnyi szogsebességének ferdeszimmetrikus matrixa (a vektor-
egyenletben az S; ,szégsebessége). Azt sem nehéz ellendrizni, hogy a nagy kerek
zardjelparban mindkét esetben az M pont relativ sebessége all, mivel az elsé tag
az O, sebessége a mozgd rendszerben, a masodik pedig az O, és M pontok
sebességkulénbsége a test relativ mozgasabdl adédéan.

Végqul tekintsiik at a relativ gyorsulas matrixos alakjat:

dz M dZL dz-l-
ag", =My, dtzlz Q(ZM) =Ly, +T01)(T212+T212j g(ZM) =

2 2
=(L01+T01)([d L,, ,di,dL, dL, oanjL12 . d lej ot =

dtz 2 dt dt dt dt aee | %
xgoz)
04 &2 @ }(r —rlo2) y1°2
=L01{s T, } r-rn )+L01 5(02) =
1
0
=L 87 (r =1 )4 Ly @ @ (1 - ro? )+ (@),

Ismét kénnyl a (280a.) vektorképlettel valé dsszehasonlitds, mivel most is
azonos a fenti egyenlet utols6é képletsoraban, és a (280a.) képletben az egymas-
nak megfelel6 tagok sorrendje.

170



EME

Figgelék

Az w, =L,, w, L, egyenldség igazolasa
A jelen fuggelékben 3x3-as matrixokkal dolgozunk.

Legyen L;q az M;o homogén transzformacids matrix rotacios része:

o, a, O

L10= ﬂl ﬂz :Ba
Vi V2 Vs

Jeldlje Lo1 az Lo inverzét. Ez, figyelembe véve a rotaciés matrix ortogonalitasat,
nemcsak az Lo inverze, hanem egyben a transzpondltja is:

a, By n
I—01 = LTlo = Llé =&, IBZ V2
a; By 7,

Figyelembe véve, hogy az Lo determinansanak értéke 1, az inverzmatrix ele-
mei megegyeznek a matrix adjungaltjaval (ez az egyes elemek helyére irt eléjeles
aldeterminansokkal felépitett matrix transzponaltja). Ennek alapjan a kovetkezd
osszefliggések allnak fenn az Lo elemei kozott.

B, 7, a, 7, a, P,
a. = (_ 1)l+l ﬂ — (_ 1)l+2 7/ — (_ 1)1+3
' By 7s ' Ay Vs ' a, B,
B 7 a 7 a, B
a. = (_ 1)2+1 ﬁ — (_ 1)2+2 7/ — (_ 1)2+3
: Bs 7s ’ Az Vs ’ a, P,
B, 7 a, 7, a, P
a, =(=1)"" By =(=1)"" 7e=(=1)"" (F.1.1)
’ B vo| 7 a, 7| a, B,
A tovébbiakban az Ly, -[@, ]- Lo, kifejezés kiszamitasa a cél.
_al o, Oj 0 _a)zo a)yo a, ﬂl 7/1_
LlO(I’O L01 = ﬂl ﬁz ﬂ3 ,, 0 -0, [|&, ﬂz Vo | =
VY Ve Vs )|m@y, 0 0 Jlas Bs 7.

o a, O _a)zo a, +a)y0 oF _a)zo ﬂz +a)y0 ﬂa _a)zo 72 +a)y0 73
= ﬁ1 ﬂz ﬂa W, 0, —0, O, ), ﬁl — 0y, ﬂa Dy V=0 Vs | = (Ci,j)'EE
Vi Va2 V3 _a)yo a, +a)x0 Qa, _a)yo ﬁl +a)x0 ﬂz _a)yo V1 +a)><0 7/2_
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Flggelék

A kijeldlt szorzasok végrehajtasa és a szogsebesség-vektor koordinatai szerinti
rendezés, valamint az (F.1.1) képletek figyelembevételével megkapjuk a (Cij )ie@
jel,3

matrix elemeit:
C,=a, (— W, a, +o, a3)+ a, (coZO a, —o, a3)+ a, (— o, o, +o, az)z 0
C, =0, (—a)ZO B, +to, ﬂ3)+a2 (a)ZO B, —0,, ﬂ3)+a3 (—a)yo B, +o, ﬂz):
=0, (o, B, ~a, B.)- o, (o fi o, B,)-o,, (o, f,~a; B,)=
=T Y Oy Y, — WOy V3
Cy=a, (— W, ¥, O, y3)+ a, ( , 7~ y3)+ a, (— o, ¥, o, yz)z
=0, (@7, -0, 7)+0, (@ —ar)vo, (@7, -0 7,)=
=0, B to,, B, to, B
Cy =5 (— o, o, +o, a3)+ B, (a)ZO a -0, a3)+ B, (— O, o+, az)z
=, (0, B, ~a, B)+ o, (@, B ~a, B, )+ o, (@, B ~a; B,)=
=0, ¥, o, ¥, T, 7,=—=C,

w=B o, B,+o, B)+B, (0, B.—0, B )+ B0, B +o, B,)=0

» =0 (— , 7, to, y3)+ ,82( ®, Y, — 0, ;/3)+ B (— O, ¥ O, y2)=
=0, (B,75=B72)=o,, (v B =75 B)- o, (B, — B.71) =
=-0,, 0, ~0, Q,—0, d,

Cy =7, (— W, &, +o, a3)+ 7, (coZO a, -, a3)+ B (— o, o, +o, a2)=
=-0, (@ 7,~a,7,)~0, (@7, ~a )0, (@7, -ar)=
=—,, Bi—o, p,—0, B;=-C;

Cp, =7, (— o, B, to,, ﬂ3)+ 7, (a)ZO B -0, /33)+ 7s (— o, B to, ﬂz)z
=0, (B,7s=Ba72 )+ o, (@ ys —asy)+o, (Biy,—B.7:)=
=0, 0, +0, a,+0, a;=-C,

Cu =7 (_a)zo V2 +a)y0 Vs )+ Va2 ( Dy V=0 Vs )+ Vs (_a)yo V1 +a)x0 72): 0
(F.1.3)

A kapott eredmény szerint ferdeszimmetrikus a(cij )ieg méatrix. Nem nehéz
jel,3

ellenérizni, hogy c;;,i#] elemei megegyeznek az w, =L, w, egyenlettel

szamitott szorzat elemeivel. Ez pedig annak igazoladsa, hogy valéban fenndll az

w, =L, @, L, egyenlet.
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Pillanatnyi forgastengely, pillanatnyi csavartengely —
elemi mozgéasok

Tételezziik fel, hogy a vizsgalat targyat képez6é merev test szabad mozgast vé-
gez, és hogy ismerjuk a test egy tetszélegesen kiragadott C pontjanak V. sebes-

ségét és a merev test & szdgsebességét. A tovabbiakban a szégsebességvektort
egyelére a C ponthoz koététtnek tekintjik, és azt is feltételezziik, hogy a sebes-
ségvektor nem parhuzamos az @ szégsebesség-vektorral. Kévetkezésképp az fel-
bonthato egy, a szogsebesseggel parhuzamos, V¢, €s egy arra meréleges V¢

oOsszetevoére:
Ve =Ve+ Voo (A.1)

Jeldlje €, az & irdnyl egységvektort:
00 =
ew_| |_5' a)—|a)| (A.2)

Ennek birtokaban elemi geometriai megfontolasokbdl azonnal adédik, hogy
Ve = (Ve -8y ) &y (A.3)
amivel a V. sebességvektor (A.1) felbontdsabol
Ve = Ve =V = Ve —(V¢ -§,)8, (A.4)

Ez a képlet tovabb alakithaté, ha figyelembe vesszik, hogy a kétszeres vektor-
zorzat kifejtési tétele szerint

éwx(viéw):(éw'éw)\?C _(VC'éw)ew (A5)

Az utébbi két képlet egybevetésébél az €, egységvektor (A.2) alatti értelmezé-
sét is kihasznalva

~ - L 1 . . .
Vel =€y X(VC Xeco): wa(vc Xa)) (A6)

a C pont sebességének @& -ra meréleges dsszetevoje.
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Al. abra.
Az A1. abra tobbek kozott szemlélteti a merev test egy bels6é anyagi S sikjat —
ez egyltt mozog a testtel. Magat az S sikot egyrészrél a C ponthoz koétbttnek
gondolt & szbdgsebességvektor mint a sik egy tartdegyenese, masrészt pedig az a

korilmény hatérozza meg, hogy a sik feltevésiink szerint meréleges az & és V¢

vektorok &ltal a C pontban kifeszitett sikra (a V. vektorra). A § egyenes az S sik-
ban fekszik, athalad a C ponton és merdleges az & -ra. Vizsgéljuk meg, hogyan
véltozik a sebességvektor a  egyenes mentén. A C ponttdl jobbra fekvé B pont-

ban, visszaidézve a két pont sebessége kozotti
Vg = Ve + &% Tge (A7)
alaposszefiiggést és kihasznalva az (A.1) felbontast irhatjuk, hogy
Vg =Ve +@xTgc =V +Ve | + TegX@ .
B C BC Cl| CcL CB (A8)

1 az S sikra

A fenti képletbdl kiolvashat6, hogy a B pont sebességének & -val parhuzamos
Osszetevje ugyanaz mint a C ponté, fliggetlenil a B pont helyétdl a g egyenesen,
hiszen az @ xrz: =g x@ sebességvaltozas merdleges az @ -ra.

Az & -ra merbleges V., O0sszetevbhoz hozzaadodik, a vele parhuzamos
feg X@ , ami valgjdban a C ponthoz kotéttnek gondolt & nyomatéka a B pontra.
Leolvashat6 az 4brardl, amely feltiinteti a B ponthoz kétdtten mind a V., vektort,
mind pedig az .z @ vektort, hogy ez a két vektor egymassal ellentétes iranyu.

Ha a fentiek mellett még azt is figyelembe vessziik, hogy annal nagyobb az
fcg @ minél tavolabb vagyunk a C ponttdl, akkor azonnal adddik a kévetkeztetés,

hogy létezik a 8 egyenesen egy olyan pont, jel6lje ezt D, amelyre nézve fennall a

174



EME

Appendix
Vo, +@xTpe =Vg, +Tepx@=0 (A.9)

egyenlet. Kovetkezésképp
Vp = Ve +@xTge =V +Vg, +Tcpx@ = Vg, (A.10)

=0
azaz pérhuzamos egyméssal a D ponthoz koétottnek gondolt @ és a D pont
Vp = V| sebessége. Az abra ennek megfelelGen tlnteti fel a D pontban a v =V

sebességvektort, valamint az @ szoégsebességvektort.
A D pont helye az (A.6) és (A.9) képletek egybevetése alapjan hatarozhaté
meg. Elemi atalakitasokkal kapjuk az (A.6)-bdl, hogy

Ve +@xFoo :izasx(vc X®)+BXTpe :cax(FDc - “’X;’C j:o (A.11)
(0] (0]
(az el@jelvaltast a masodik vektorialis szorzat sorrendcseréje okozta). A masodik
sorban all6 vektorszorzat két tényez8je sosem lehet parhuzamos, hiszen a kilénb-
ségben szerepld mindkét vektor meréleges az @ -ra. Kovetkezésképpen csak ak-
kor kapunk zérus eredményt, ha

(A.12)

A § egyenes, értelmezése szerint, a D ponton athalad6 és az & vektorral par-
huzamos egyenes. Mivel az T meréleges az & -ra — és igy a é egyenesre is —,
az rpc vektor a 5 egyenes C ponthoz legkdzelebb fekvé D pontjanak a helyvektora
—lasd az Al. abrét.

Hatarozzuk most meg a sebességet a 6 egyenes tetszéleges P pontjaban. A két
pont sebessége kozoétti (A.7) Osszefliggés értelemszeri alkalmazasaval irhato,
hogy

Vp=Vp+ @Xfpp= Vp= :
P D PD D cl| (A.13)

parhuzamosak, zérus

ami azt jelenti hogy a o egyenes tetszGleges P pontjaban allando, Vp = V¢, értéki

és az o vektorral parhuzamos a sebességvektor. Masként fogalmazva:

a 6 egyenes azon pontok mértani helye, ahol parhuzamos egymassal az
egyenes mentén egyébként alland6 sebességvektor és a szbgsebességvektor,
vagy

a & egyenes azon pontok mértani helye, ahol zérus a sebességvektor
szOgsebességvektorra meréleges 6sszetevdje.

A 6 egyenes egyenlete kétféleképpen is felirhat.
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Egyrészt az abra alapjan azonnal felirhatd paraméteres alakban a P pont C-re
vonatkoz6 helyvektora, ha figyelembe vesszik, hogy az rp vektor parhuzamos az

@ -ral és igy mindig megadhaté az fpp =A@ alakban, ahol a A alkalmas skalar-
paraméter. Ezt kihasznalva irhato, hogy foc =T =TFpc +1pp azaz

ahol az utébbi egyenlet a 6 egyenes paraméteres egyenlete —az 7 jellést az egy-
szer(ibb irasmod kedvéért vezettik be.
Masrészt irjuk fel a nyilvanvaléan zérus Vp, sebességdsszetevot. A képlet

ugyanaz, mint a D pont esetére vonatkozé (A.10) dsszefiiggés, minddssze annyi a
kilénbség, hogy a D helyére P-t kell irni:

Vp, =Ve, +@xTpe =V, +@xF=0. (A.15)

Innen az (A.11l)-re vezetd gondolatmenet atalakitasanak |épéseivel kapjuk,
hogy

i@x(\?CXE))+E)XF:5)X[F—60XVCJ:0, (A.16)
w? w?
vagy ami tekintettel a (A.11)-re ugyanaz, hogy

&% (F—Tpc)=0. (A.17)

A kapott eredmény a 6 egyenes vektoregyenlete. Azt a nyilvanvalé feltételt feje-
zi ki, hogy parhuzamos egymassal az o és a 1 -1 kilonbseg.
Legyen a K a merev test egy valamilyen régzitett pontja. A D pont adataival

V, =V, +Tn, X0 =V, + o XD
K D " 'pk cl ™ "ok (A.18)

L avg-ra

a K pont sebessége. Ez azt jelenti, ha a test egy pontjaban, mondjuk a C pontban,
van a sebességnek a szogsebességgel parhuzamos dsszetevdje, jelen esetben ez

a \70” , akkor a sebességvektor sz0gsebességgel parhuzamos dsszetevdje minden
mas testpontban ugyanez az érték, hiszen a valtozast jelentd és a jobboldalon allé
masodik tag merdleges ra.

A merev test adott id6pillanatban végzett mozgasanak jellegét, az ugynevezett
pillanatnyi vagy elemi mozgast, az @ szogsebesség, és egy adott, mondjuk a C
pont V. sebessége alapjan tudjuk kilénb6z6é csoportokba sorolni, ha emellett

figyelembe vessziik a K pont sebességét a C pont sebességével megadéd
Vg =V +Vg, +ig X @ (A.19)

képletet és a fentebb mondottakat is.
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Ha az @ zérus és a V. zérus, akkor az (A.19) szerint barmely méas K pontban
Zérus a sebesség. Ez esetben elemi nyugalomrél beszéliink.

Ha az & zérus de a V. nem zérus, akkor az (A.19) szerint barmely més K
pontban azonos és V. értékll a sebesség. Ez esetben elemi haladé mozgéasrdl
beszélink.

Ha az @ és a Vo nem zérus, de V. =0 (ebbdl azonnal kévetkezik az

@'Vc:@'(VC|\+‘7CL):‘5"70¢:0 egyenlet fenndllasa), akkor a & egyenes

valamennyi pontjdban zérus a sebességvektor, vagyis a mozgas forgdmozgas
ezen tengely koril — ezt elemi forgdmozgasnak nevezzik —, a é pedig a pillanatnyi
forgastengely.

Haaz @, a V. ésa V., vektorok egyike sem zérus (ebbdl azonnal kévetkezik

az -V :c?)-(\?c”+\7u):c6-\7cn #0 egyenlet fennalldsa), akkor a & egyenes
valamennyi pontjaban \70” a sebességvektor, és igy egy tetszbleges K pontban is

ugyanekkora a & -val parhuzamos sebességisszetevé. A mozgas tehat
forgébmozgas plusz forgastengely-iranyl haladé mozgas az adott pillanatban. Ezt a
mozgéast elemi csavarmozgasnak nevezzik, a & tengely pedig a pillanatnyi
csavartengely.

Mindez tablazatosan is 6sszefoglalhaté:

la. @=0 Ve =0 Elemi nyugalom

1.b. @=0 Ve 20 Elemi haladé mozgas
2.a. @0 @Vs =0 Elemi forgd mozgés
2.b. @0 @V #0 Elemi csavarmozgés
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Contents

This book is firstly recommended in attention of the students from the faculties
of engineering, especially followers of courses of Mechatronics and Manufacturing.
It may be also useful to all interested in acquiring knowledge about kinematics of
the rigid body, with application in engineering.

The work presents in three chapters the basic problems of kinematics with the
aim to prepare a robust basic knowledge that will be necessary by accessing spe-
cial engineering matter in the semesters that will follow. The first chapter titled
-Kinematics of the material point” presents the calculus of motion parameters of the
point. Several geometrical applications are added to this content, referring on the
calculus of the curvature of the trajectory. Poisson’s formula referring on the deriva-
tive of a unit vector versus time is demonstrated for the particular case of plain mo-
tion.

Chapter II, ,Kinematics of the rigid body”, enumerates the most frequent mo-
tions with immediate application in the theory of mechanisms as follows: the trans-
lation, the rotation about a fixed axis, the helical motion, the plain motion, and the
spherical motion. The chapter ends with the analysis of the general motion of the
rigid body.

The analysis of the motions mentioned before focuses on the study of trajecto-
ries, the repartition of velocities and accelerations. The calculus is performed using
both vector and matrix method. Each item ends through the demonstration of the
equivalence of matrix and vector formulas. The use of both methods was intro-
duced with the goal of comparison, emphasizing the advantages of vector calculus
due to it's simplicity in theoretical models versus the efficiency of matrix method
that rises up during the practical determinations and the model building up. The
facility by computing is an incontestable advantage of the matrix method.

Chapter 1ll, ,The relative motion” focuses on relative motion in both cases of the
material point and the rigid body.

The mathematical models were build-up accepting the non-relativistic hypothe-
ses and the validity of the Euclidian space- still an efficient and agreeable approxi-
mation for the present day material existence.

Finally I like to explain my trust that this book will be a useful to ensure the in-
dispensable skills for kinematic modeling of mechanical structures and will, in-
crease the interest of the Reader for the matrix calculus- also indispensable if
building up modern mathematical models.
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Kinematik

Inhalt

Dieses Buch wird erstens Studenten der Fach-Ingenieur Hochschulen angebo-
ten, insbesondere denjenigen die Mechatronik und Maschinenbautechnologie stu-
dieren. Es kann auch fur diejenigen nitzlich sein die ein Interresse fur grindliche
Kenntnisse im Feld der Kinematik des starren Korpers mit Anwendungen in der In-
genieurpraxis aufbauen mochten.

Die drei Teile dieses Buches behandeln die Grundprobleme der Kinematik und
bieten dem Studenten Grundkenntnisse erforderlich in der Verstandnis der tech-
nischen Fachgebieten in héheren Studienjahren.

Der erste Abschnitt, “Kinematik des materiellen Punktes” prasentiert die Be-
rechnungen der Bewegungsparametern des Punktes. Einige geometrische Anwen-
dungen sind beigelegt, wie zum Beispiel die Berechnung der Krimmung einer
Flachkurve. Die Ableitung der Poissonsche Formel fir die Zeitabhangigkeit des
Einheitsvektors im Falle der Bewegung des Punktes in der Ebene wird ebenfalls in
diesem Abschnitt demonstriert.

Der zweite Abschnitt, “Kinematik des starren Kdrpers” fihrt die meist angewen-
dete Bewegungen im Gebiet der Maschinengetriebe ein, und zwar: die Translati-
onsbewegung, die Drehbewegung Uber einer festen Achse, die Schraubenbewe-
gung, die Bewegung in der Ebene und die spharische Bewegung.

Der Abschnitt schliesst die Analyse der allgemeinen Bewegung des starren Kor-
pers ein. Die Analyse der oben genannten Bewegungen enthalt den Studium der
Bahnkurven, sowie die Verteilung der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen.
Die Berechnungen sind mit Hilfe der Vektor- und Matrixverfahrens abgeleitet.
Letztendlich werden die gesammten Analysen beider Verfahrens - Vektor und
Matrixverfahren — als identisch bewiesen.

Die Verwendung beider Verfahren wird angeboten um die Vor- oder Nachteile
durch Vergleich beider Methoden zu erkennen. Das Vektorverfahren ist wirksamer
wenn in theoretischen Ableitungen verwendet, zum Gegensatz von dem Matrix-
verfahren, der durch seine modularitat fur die rechnerische Anwendungen (Bestim-
mungen, Modellaufbau) empfohlen ist.

Abschnitt IIl stellt die relative Bewegung des materiellen Punktes und des star-
ren Korpers dar. Alle mathematische Modellen beruhen sich auf nonrelativistische
Unterlage und auf die Eigenschaften des Euklidischen Raumes - eine noch wirken-
de und freundliche Naherung unserer taglichen materiellen Existenz.

Zum Schluss will ich hoffen, dass der Leser fur die Matrixberechnungen, die un-
entbérlich fur die modernen Modellentwickelung sind, ein wahres Interesse erwe-
cken wird.
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Cinematica

Rezumat

Prezenta carte se adreseaza in primul rand studentilor facultatilor de inginerie,
in special celor care urmeaza programele de studiu ,Mecatronica” respectiv
»1ehnologia constructiilor de magini”, dar poate fi utila tuturor celor care doresc sa
dobandeasca cunostinte fundamentale despre cinematica rigidului, cu aplicatii in
tehnica.

Lucrarea trateaza, in trei capitole, problemele de baza ale cinematicii, cu pro-
punerea pregatirii unui fundament solid de cunostinte, in vederea accesarii discipli-
nelor tehnice de domeniu si de specialitate, din anii superiori, care se bazeaza pe
mecanica. Primul capitol, intitulat ,Cinematica punctului material”, prezinta
modalitatea de calcul al parametrilor cinematici ai punctului, adaugand, unde este
cazul, si aplicatii geometrice, privind calculul curburii curbei traiectorie, intr-un
punct dat, daca se cunoaste legea de miscare. Se demontreaza formula lui
Poisson cu privire la derivata vectorului unitar in functie de timp, pentru cazul
particular al migcarii in plan.

Capitolul Il, ,Cinematica solidului rigid”, trece in revista cele mai intalnite tipuri
de migcari particulare ale corpului solid, cu aplicatie imediatd Tn teoria mecanis-
melor: migcarea de translatie, migcarea de rotatie cu axa fixa, migcarea elicoidala,
migcarea plan-paraleld si migcarea de rotatie cu punct fix. Prezentarea se incheie
prin analiza miscarii generale a rigidului.

Problemele care se pun la analiza acestor miscari vizeaza analiza traiectoriilor,
distributia vitezelor si cea a acceleratiilor. Analiza este efectuata atat pe cale
vectoriala, cat si matriceal, calculul terminandu-se de fiecare data prin demons-
tratia identitatii relatiilor vectoriale cu cele matriceale. S-a urmarit utilizarea simul-
tan& a celor doud metode pentru a pune in evidentad avantajele relatiilor vectoriale
in calculele teoretice, si a celor matriceale, in determinarile practice. Se accen-
tueaza posibilitatile vaste care sunt cuprinse in modul matriceal de conducere ale
calculelor, mai ales posibilitatea automatizarii acestora.

Capitolul 1ll, ,Miscarea relativa”, incheie cartea, prin prezentarea detaliata a
miscarii punctului, cat si al rigidului.

Relatiile de calcul si modelele matematice prezentate sunt deduse in ipoteza
nerelativistd, cu acceptarea proprietatilor geometrice ale spatiului euclidian — inca o
eficienta si placuta aproximatie a existentei materiale cotidiene.

Imi exprim speranta c&, in urma parcurgerii celor trei capitole, cititorul va
dobandi siguranta necesara modelarii cinematice ale structurilor mecanice, si i se
va starni interesul pentru calculul matriceal — indispensabil in abordarea moderna a
modelelor matematice.
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