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Abstract

Heat conduction, the transport of thermal energy within a material, is one of the fundamental mechanisms of heat
transfer. While the homogeneous case can be described adequately by the classical Fourier law, heat conduction
of heterogeneous materials requires more advanced, non-Fourier models. Such descriptions are mathematically
more demanding, and the presence of an inhomogeneous initial condition — such as the temperature field created
by a heat-pulse experiment — adds further complexity. In this work, I investigated the Maxwell-Cattaneo—Vernotte
(MCV) model for the case of an inhomogeneous initial temperature distribution. My objective was to develop
numerical schemes that solve the governing partial differential equations in their original coupled system form,
rather than reducing them to a single equation, as is commonly done in the literature. Although the latter
approach can simplify the analysis, it may lead to a loss of information depending on the prescribed initial and
boundary conditions. To assess the accuracy of the numerical solutions, I also derived an analytical reference
solution using the Galerkin method, which served as a benchmark for validation. The proposed approach is
readily extendable to more comprehensive models (e.g., the Guyer—Krumhansl model) and may support the
future development of simulation frameworks for heat conduction in heterogeneous materials.

Keywords: non-Fourier heat conduction, numerical implementation, inhomogeneous initial condition

Kivonat

A hokozlés egyik alapvetd médja a hd anyagokon beliili terjedése, azaz a hdvezetés. Homogén anyagok esetén a
Jolyamat jol leirhaté a Fourier-féle hdvezetési modellel, heterogén anyagok vizsgdlatandl azonban gyakran egy
Fourier-n tiili, dsszetettebb leirdsra van sziikség. Ezek a modellek matematikailag nehezebben kezelhetdk, és
az inhomogén kezdeti feltétel - ami példaul héimpulzus-kisérletet kovetden kialakulo hémérséklet-eloszldasbol
is adodhat - tovabb noveli a feladat bonyolultsagat. A munkdaban a Maxwell-Cattaneo—Vernotte (MCV)
hdvezetési modellt vizsgaltam inhomogén kezdeti hdmérséklet-eloszlas mellett. Célom olyan numerikus sémdk
feldllitasa volt, amely a leiré parcidlis differencidlegyenlet-rendszert eredeti formdjaban, rendszerként kezeli,
szemben a szakirodalomban gyakran alkalmazott, egyetlen egyenletre torténd dtalakitassal, amely ugyan
egyszerilbb, de a kezdeti- és peremfeltételektdl fiiggben informdciovesztéssel jarhat. A numerikus eredmények
ellendrzésére Galjorkin-modszerrel analitikus referencia-megoldast is eldallitottam, amely sszehasonlitasi
alapot biztositott a sémdak validdlasahoz. Az eredmények kiterjeszthetok osszetettebb modellekre is (példaul a
Guyer—Krumhansl-modell), és igy késébb hozzdjarulhatnak a heterogén anyagok hévezetését célzo szimuldacios
kornyezetek fejlesztéséhez.

Kulesszavak: Fourier-en tili hdvezetés, numerikus sémadk, inhomogén kezdeti feltétel

1. BEVEZETES

A hévezetés mérnoki leirdsdban alapvetS szerepet tolt be a Fourier-féle konstitutiv 6sszefiiggés, amely

a haramstrdséget a h6mérséklet gradiensével ardnyositja, €s az energiamérleggel kombindlva parabolikus
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parcidlis differencidlegyenlethez vezet [1]. A modell kivdldan alkalmazhat6 a mérnoki feladatokban, ugyanakkor
érvényességi hatdrainak kisérleti feltardsa indokolttd tette Fourier-en tdli modellek bevezetését [2, 3, 4].
Kiilonosen heterogén anyagok esetén kapnak szerepet ezek a modellek, ahol olyan tobbiddskalds tranziens
viselkedés jelenik meg, amelyet a Fourier-modell egyetlen id&skaldja nem képes megfelelGen leirni [5, 6, 7, 8].
A jelen munka kézéppontjaban a Maxwell-Cattaneo—Vernotte (MCV) modell 4ll, amely a Fourier-féle
konstitutiv egyenletet a 7 relaxdciés id6n keresztiil a hGaramstriség id§ szerinti derivaltjaval egésziti ki:

TOq(t,x) + q(t,x) = — X0, T(t,x), (1)

igy az energiamérleggel egyiitt kezelve hiperbolikus parcidlis differencidlegyenlethez vezet, és megfeleld
paramétertartomdnyban hulldimszerd hdmérséklet-eloszlast is eredményezhet [9, 10]. Az egyenletben ¢ az idét,
x a helykoordinatat, \ a h6vezetési tényezét, g a feliiletre fajlagositott hGaramstrdséget, 1" pedig a hdmérsékletet
jeloli, a Jy jelolést pedig az Y valtozo szerinti parcialis derivaltra vezetem be.

Ugyan az MCV-modell 6nmagdban még nem alkalmas heterogén anyagok tobbiddskélds viselkedésének
teljes lefrasara, de a Fourier-modell legegyszeribb olyan kiterjesztése, amelynél mar megmutatkozik a konstitutiv
egyenlet és az energiamérleg rendszerszintli kezelésének jelentGsége. Amennyiben a rendszert egyetlen,
hémérsékletre vagy hddramra rendezett egyenletre redukdljuk, és ennek megfelelGen a kezdeti feltételt csak
az egyik valtozdra irjuk eld, akkor a kezdeti feltételeken keresztiil biztositott informacié egy része elvész, ami
fizikai anomalidkhoz vezethet [11]. Eppen ezért a cikk célja az MCV-modell rendszerformdjd, explicit véges
differencids numerikus megolddsdnak kidolgozésa és vizsgdlata inhomogén kezdeti hdmérséklet-eloszlds esetén,
kiilonos tekintettel a h6dram kezdeti idGderivéltjdnak konzisztens megaddsdra. A hangsuly azon a mddszertani
kérdésen van, hogy milyen kezdeti feltételekkel érhet§ el fizikailag helyes megoldds, és miként keriilhetSk el a
szakirodalomban emlitett, a kisérleti tapasztalattal nem egyez6 eredmények.

2. A HOVEZETESI MODELL NUMERIKUS VIZSGALATA

Az alébbi fejezetben az MCV-modell numerikus vizsgilatdnak felépitését mutatom be. A hévezetési
modell dimenziétlan alakja az aldbbi forméban irhat6:

7 Oro((Fo.8) + q(Fo.£) = — 0c9(Fo.£) , 2
Irot(Fo,8) + Jeq(Fo,§) = 0, 3)

ahol a (2) egyenlet a konstitutiv osszefiiggés, (3) pedig az energiamérleg dimenziétlan alakja. A dimenziétlan
helykoordinatat £-vel, a dimenziétlan id6t az Fo Fourier-szdmmal, valamint a dimenzi6tlan relaxaciés id6 7-val
jelolom, mig a dimenzidtlan mezGvaltozok a § és o jelolést kaptak, amelyek rendre a hGaramsirtiségnek és a
hémérsékletnek megfeleld mennyiségek. A parcidlis differencidlegyenlet-rendszerhez kezdeti- és peremfeltételek
is tarsulnak, melyek koziil az alabbi kett§ minden tovabbi megfontolas nélkiil elGirhat6:

L
908 —exp (~2¢) . €e o, @
G(Fo,0) = ¢(Fo,1) =0, Fo € (0,Foenq] - )

A (4) kezdeti hdmérséklet-eloszlds exponencidlis, amelyre a kisérleti hattér miatt esett a valasztdsom. Fel-
tételezhet§ ugyanis, hogy az egydimenzidsnak egyszer(sitett testet egy hSimpulzus-kisérletnek vetjiik al4,
amelyben a minta egyik oldala egy rovid gerjesztést kap, a masik oldaldn pedig a h6mérsékletet rogzitjiik.
Szemitranszparens anyagokban a hGimpulzus elnyel6dése jellemzSen exponencidlis jellegd, bar természetesen
valés mérésnél a nem tokéletesen pillanatszerd impulzus, illetve példaul a feliileti optikai tulajdonsagok ezt
modosithatjdk, ugyanakkor ennek részletes vizsgélata nem képezte a munkdm részét. A (5) egyenlet a hGdramra
elGirt adiabatikus peremfeltétel, amely azt fejezi ki, hogy a h§impulzus utdn a minta peremeit hGszigeteltnek
tekintjiik, igy azokon keresztiil nem torténik hécsere a kornyezettel.

Az MCV-modell matematikai nehézsége abban jelenik meg, hogy az (2)—(3) rendszerben a hGaramstr(iség
id§ szerinti derivéltja is szerepel, ennek kovetkeztében pedig egy tovabbi, erre az idéderivaltra vonatkozo
kezdeti feltétel megaddsa valik sziikségessé. Ugyanakkor ez az idGderivalt az (2) egyenletben csatolva van
mind a héaramsdrséghez, mind pedig a h6mérséklet gradienséhez (egy dimenzidban a & szerinti derivalthoz),
ezért nem irhat6 el§ tovabbi megfontolas nélkiil, mert azzal elveszitenénk a feltétel fizikai tartalmat. Az egyik
valtozé elimindldsaval torténd redukélds sordn az informdacidvesztés is éppen ebbdl fakad. Annak érdekében,
hogy a hédram id&derivaltjdnak kezdeti feltételét a fizikai tartalom megtartdsa mellett hatdrozhassam meg, a

Py

Galjorkin-féle kozelit6 mdédszert alkalmaztam. A mddszer alapfeltevése a mez6valtozok reprezentacidja az
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alabbi formaban:

G(Fo,§) = Zan (Fo) sin(nn¢), (6)
n=0
V¥(Fo,&) = Zb (Fo) cos(nm¢), (7

ami szemléletesen azt jelenti, hogy a mezgvéltozdkat egy adott idSpillanatban véges szdmu trigonometrikus
fiiggvénybdl 4ll6 bézisra vetitem le, az a,,(Fo) és b, (Fo) egyiitthatékon keresztiil. Ha éliink azzal a feltevéssel
is, hogy a kozelitésbdl szarmazo hiba merdleges a bazisfiiggvényekre, akkor az alabbi, id6fiiggs egyiitthatokra
vonatkoz6 kozonséges differencidlegyenlet-rendszerhez jutunk:

#a}.(Fo) + ag(Fo) — kr b(Fo) = 0, (8)
by, (Fo) 4+ km ax(Fo) = 0. )

Ehhez az egyik kezdeti feltétel az adott exponencidlis kezdeti hdmérséklet-eloszldsbdl szarmaztathat6, mégpedig
gy, hogy a b (0) (k =1,2,..., N) értékek a kezdeti h6mérséklet-eloszlds péros kiterjesztése mellett elGallé
fliggvény Fourier-sordnak els6 N egyiitthatdi lesznek. A madsik kezdeti feltétel megadasahoz tovébbi feltevésre
van sziikség, amellyel a kés6bbiekben foglalkozok.

A numerikus szimul4ci6 alapjat egy egyszertien felépithets véges differencids diszkretizacié adta. Ennek
sordn a hGaramsiriiség elsd idSlépésben torténd térbeli iterdcidjdhoz az aldbbi Osszefiiggést alkalmaztam:

N1 1 7 7 A AL .
(Io+1 - ng (190“ - Q90) AN i €[0,N; — 2], (10)

ahol h¢ a térbeli 1épéskozt, NV, a térbeli elemek szamdt, mig Apoq% a kezdeti hGaram idGderivaltjanak diszkretizalt
megad4sat reprezentdld vektort jeloli. Ezt kdvetSen a szamitdst a tovdbbi idGszinteken az aldbbi két iterdcids
egyenlet alapjan futtattam:

; h X h ) )
~i1l Fo \ i1 Fo i+1 i . .
i i hro ~1 N . .
19]-}—1 = 19] - h£ <Qg:~|——% q]—i—l) J € [Oth - 1}7 (S [OvNa: - 1} ) (12)

ahol N; az id6lépések szamdt, hr, pedig az idSlépés nagysagat jeloli. A kovetkezd alfejezetekben arra adok
javaslatokat, hogy a Galjorkin-kozelitésre timaszkodva milyen médon érdemes a A,y vektort, mint a kezdeti
idéderivalt numerikus implementaciéjat megadni.

2.1. Nulla kezdeti héaram idéderivalt

Alegegyszeriibb, ugyanakkor fizikailag értelmezhetd valasztas az, hogy nemcsak adiabatikus peremfeltételt
irunk eld, hanem a kezdeti hGaramstrtség id&derivaltjara is zérus értéket feltételeziink. Ez azt jelenti, hogy
kezdetben a hdarams(irdiség térbeli eloszldsa nem mddosul, az id&beli valtozas csak a késGbbi idGpillanatokban
jelenhet meg. Ebben az esetben a kezdeti iterdcids egyenlet az aldbbi alakra egyszertisodik:

Gt = —]j&(wl %), ieloN. -2, (13)
vagyis a szdmitds a Fourier-modell szerint torténik, mig a tovdbbi idGszinteken a szamitast valtozatlanul a
(11)—(12) iter4cids rendszer adja.

A szamitds eredményét a 1. dbra foglalja 6ssze. JOI lathatd, hogy a £ = 1/2 pont hdarams(rtségének
id6beli lefutdsa vizszintes érintével indul, ami a valasztott kezdeti feltétel kovetkezménye. A 7 = 0,05 relaxdcids
id6 mellett mar mind a hGaramsdriségben, mind pedig a h6mérséklet lefutdsaban megjelenik az MCV-modell
hiperbolikus jellege miatt kialakulé hulldimszerd viselkedés. Ez a gorbékben hirtelen megtoréseket is okoz,
amelyeket a numerikus megoldds jol ldthatéan csak oszcilliciok megjelenése utdn tud kdvetni, ugyanakkor
a szimulacié 6sszességében stabil marad. Az ilyen oszcillaciok mértéke a térbeli €s idGbeli 1épés ardnyanak
megfeleld megvalasztidsdval csokkenthetd, azonban a gorbék hirtelen torései miatt varhatéan nem kiiszobolhetSk
ki teljes mértékben. Ennek az itericiénak az eldnye igy a fizikai értelmezhetGség mellett az egyszerd
megvaldsitidsban és az alacsony szamitdsi igényben rejlik.
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(a) A jobb oldal dimenziétlan hémérséklete 7 = 0,05 (b) A £ = 1/2 pont dimenzidtlan hédaramstiriisége

esetén. 7 = 0,05 mellett.

1. dbra. Az analitikus és numerikus eredmények dsszevetése zérus kezdeti hddaram idéderivalt esetén, 100 térbeli
elem mellett, AFo = 2,5 x 1075 idélépéssel.

2.2. Nulla kezdeti homérséklet idoderivalt

Az el6z6 eset vizsgélata utan felmeriil annak a feltételezésnek az otlete is, hogy a hémérséklet kezdeti
iddderivaltjat z€rusnak valasztjuk meg. Ennek fizikai jelentése az, hogy a kezdeti idGpillanatban a h6mérséklet
térbeli eloszldsa nem véltozik, vagyis egy térbeli pont idSbeli hdmérsékletének gorbéje vizszintes érintGvel
indul. Ennek a feltevésnek fontos kdvetkezménye van a hGaramra nézve: ebben az esetben a kérdéses Apocjé
mennyiség altal leirt kezdeti hdram-idéderivalt nem lesz zérus, hanem a kezdeti hémérséklet-eloszl4sbol le kell
vezetni, kiilonben a kezdeti feltétel fizikai tartalma sériilhet.

A (6)—(7) Galjorkin-féle alak miatt a 09/ 8F0|FO: = 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy az id6fiiggd
Fourier-egyiitthatok derivaltja zérus a kezdeti idGpillanatban, azaz b, (Fo =0) =0, (k = 1,2,...,N). Haezta
(9) egyenletbe visszahelyettesitjiik, akkor ax(Fo = 0) =0, (k = 1,2,...,N) adédik, majd ezt a (8) egyenletbe
irva kozvetlen kapcsolatot kapunk a hdaramstirdség kezdeti idderivaltja és a kezdeti h6mérséklet-eloszlds
Fourier-egyiitthatdi kozott:

k
a},(Fo = 0) :?ﬂbk(Fo:O), k=12,....N. (14)

Ez a kapcsolat mar elegendd ahhoz, hogy a bazisfiiggvények segitségével felirjuk a kezdeti h6aram-idSderivalt

szarmaz$ mennyiség:
Aw i e i nw2(L/z) (~1)"exp (—L/z) — 1)
Fo4p = S (L/Z)2 + (TL’]T)Q

n=1

sin(nmihg) , ie€l]0,N, —2]. (15)

Eppen ez az a fizikai informaci6, amelyet a helyes eredmény érdekében nem veszithetiink el azéltal, hogy a
kezdeti idGderivéltat tetszSlegesen, a kezdeti dllapottdl fiiggetleniil valasztjuk meg.

A szamitdsok eredményeit a 2. dbra szemlélteti. Itt ismét ellendrizhet§ a kezdeti feltétel teljesiilése,
mivel a h6mérsékletgdrbe valéban vizszintes érintével indul. A hulldmszerd jelterjedés ebben az esetben is
jol megfigyelhetd, ugyanakkor a gorbék kevésbé élesen tornek meg, ezért a numerikus megoldds minimaélis
oszcilldcidval koveti az analitikus gorbét. Ennek megfelelGen az igy felépitett iterdci6 pontos €s stabil eredményt
ad, bar a szamitasi igénye mar jelentGs lehet. A (15) Osszefiiggésbdl lathatd, hogy a kezdeti id&derivalt
eléallitasdhoz N, — 1 pontban kell egy N tagii 6sszeget kiszamitani, igy a térbeli felosztds finomitdsa vagy a
figyelembe vett Fourier-egyiitthatok szdmdanak novelése a szdmitasi id6t jelentGsen megndvelheti.

2.3. Nulla kezdeti hdmérséklet idoderivalt, gyorsitott szamitas

Az el6z6 alfejezetben bemutatott eljards ugyan pontos €s stabil eredményt ad, azonban a (15) egyenlet

alapjan a kezdeti hdaram-iddderivalt eldéllitasa jelentSs tobbletkoltséget jelenthet. Ez 6sztonzott arra, hogy

P

esetekben lehet hasznos, amikor a 0v/ 8F0|FO:0 = 0 feltételt tovdbbra is fenn szeretnénk tartani.
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(a) A jobb oldal dimenzidtlan hémérséklete 7 = 0,05 (b) A & = 1/2 pont dimenzidtlan hédaramsiiriisége
esetén. 7 = 0,05 mellett.

2. dbra. Az analitikus és numerikus eredmények osszevetése zérus kezdeti homérséklet iddderivalt esetén, 100
térbeli elem mellett, AFo = 2.5 x 10~° iddlépéssel.

A gyorsitds alapdtlete az, hogy a Ap,qj, mennyiség térbeli vdltozdsat nem pontonként veszem figyelembe,
hanem egyetlen, a teljes tartomdnyra értelmezett dtlagértékkel kozelitem. Ezt az analitikus megoldés alakjabdl
szarmaztattam, az aldbbi integral-atlag formdjaban:

1 N
Apofo = /0 Z a, (Fo = 0) sin(nm¢) d¢€ . (16)
n=1

22

Ezzel a kbzelitéssel Ap,Gy = Arodo, vagyis a kezdeti hGaram-idéderivalt implementaciéja nem fiigg sem az
adott térbeli racsponttdl, sem a térbeli felosztds finomsagatdl. Ez kiilonosen elényos lehet akkor, ha a térbeli
felosztds finomsdgdval kisérletezni szeretnénk, vagy ha annyira finom felosztast alkalmazunk, ahol a pontonkénti
N tagu Osszeg kiértékelése mdér til nagy szdmitdsi igénnyel jar.

A 3. 4bra alapjan lathat6, hogy a kozelités pontossdga erdsen fiigg a 7 értékétSl. Nagy 7 esetén, amikor
a hulldmszer jelterjedés kifejezetten domindns, a térben allandé kezdeti idGderivalt jelentds hibat okoz, és
a numerikus gorbe csak korldtozottan reprodukdlja az analitikus megoldés jellegét. Ezzel szemben kisebb
relaxdcids id6k mellett a médszer jol viselkedik, és a numerikus eredmény kis hibdval koveti az analitikus
megoldast. Ennek megfelelGen a gyorsitott eljards elsGsorban kisebb 7 tartomanyban adhat praktikus és gyors
alternativét, amikor a térben valtoz6 kezdeti idGderivalttal valé szdmitds a pontossdg szempontjabdl mar kevésbé
indokolt, mikdzben a szamitasi koltsége tovabbra is jelentSs lenne.

- : 0.250 P —
0.4 - I,z () p
0.225 A
— 1 (Fo;) (a) /
—I :I?ﬂ V4
- i 210.200 A
> = 01751 9
0.2 / 195\7”“‘/2 ()
' 0.150 1 1 (Foj) (a)
0.0 0.1 0.2 0.0 0.1 0.2
Fo Fo
(a) A £ = 1/2 pont dimenzidtlan hémérséklete (b) A ¢ = 1/2 pont dimenzidtlan hémérséklete
7 = 0,05 esetén. 7 = 0,001 esetén.

3. dbra. Analitikus és numerikus eredmények dsszevetése gyorsitott szamitasndl, zérus kezdeti hdmérséklet
idéderivilt esetén. A megolddsokat 100 térbeli elem és AFo = 2.5 x 107° iddlépés esetén dllitottam eld.
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3. KONKLUZIO

A kutatds célja az volt, hogy a Fourier-en tili h6vezetési modellekben felmeriild, kezdeti feltételekhez
kapcsol6dd nehézségek kezelésére gyakorlati Gtleteket adjon. Az eredmények alapjan jol lathatd, hogy a kezdeti
feltételek numerikus implementaciéja nem pusztin technikai kérdés, hanem egy mogottes fizikai feltevés is
sziikséges, amelynek megvélasztisa a felhaszndl6 felelGssége. Ez a dontés ugyanakkor kézvetleniil meghatdrozza
azt is, hogy a héaram id&derivaltjara milyen Osszefiiggésekbdl, milyen médon adhaté konzisztens kezdeti
feltétel. Az MCV-modell egyik Iényegi sajatossdga a hullaimszerd jelterjedés, amely miatt a megfelelGen
pontos implementdcids eljards megvélasztdsa a relaxdcids paraméter értékétdl is fiigg. A bemutatott elvek és
megolddsok nem kizarélag az MCV-modellre alkalmazhatdk, hanem kiterjeszthetSk Osszetettebb esetekre, igy
példaul a Guyer—Krumhansl hévezetési modellre is, amely heterogén anyagok hévezetésének vizsgalatdban
relevéns, és a késGbbiekben a médszer gyakorlati alkalmazhat6sdgét tovabb bdvitheti.
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