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RADIALISAN GRADIENS GORBULT RUDAK
HéRUGALMAssAQTANI MEG(’)LD’AS’AI
FESZULTSEGFUGGVENYEK SEGITSEGEVEL

THERMOELASTIC PROBLEMS OF RADIALLY GRADED
CIRCULAR ARCHES USING STRESS FUNCTIONS

Dr. Gonezi David *

ABSTRACT

This paper deals with the determination of thermal
stresses distribution and deformations in radially
graded circular arches. The study focuses on the
analysis of curved beams made of functionally graded
materials, where the material composition varying in
the radial direction according to an arbitrary function.
The arch is assumed to be under generalized plane
stress state and subjected to combined thermal and
mechanical loads. An arbitrary radial temperature field
is prescribed, while we investigate the application
possibilities of special radial surface forces applied to
the upper and lower curved boundary surfaces and
moments at the end cross section of the beam. The
solution is derived by generalizing the semi-analytical
solutions of multilayered components.

1. BEVEZETES

A gorbiilt rudak a tartdszerkezetek gyakran alkalmazott
szerkezeti elemei. Az elmult években szdmos kutatds
foglalkozott a tobbrétegii, valamint a funkcionalisan
gradiens anyagi gerenddk mechanikai viselkedésének
kiilonb6z6 szempontjaival. A rudak és egyszerii
geometridju testek mechanikai analizisével szamos
szakkonyv foglalkozik, tobbek kozott az [1-4]
szakirodalmak. Az egyszer(i, funkcionalisan gradiens
szerkezeti elemek megoldasaival foglalkoznak az [5-7]
tanulmanyok. A bimetal szerkezeti elemek a rétegzett
radszerkezetek egyik gyakorlati alkalmazasi teriiletét
jelentik. Szamos tanulmany vizsgalta a két kiillonb6zo
anyagbol felépiil6 bimetdl szalagok mechanikai
viselkedését, azonban ezeknek a vizsgalatoknak a nagy
részében az ivelt geometriat nem vették figyelembe,
mint példaul a [8, 9].

A [10] tanulméany tobbrétegli, ivelt gerendakban
kialakulo fesziiltségek ¢és elmozdulasok analitikus
meghatarozasaval foglalkozik két rétegbdl allo bimetal
szerkezetekre. A kiilonb6z6, izotrop anyagokbol késziilt
rétegeket kizarolag csak hoterhelés éri, amely egy a
teljes szerkezetre eldirt konstans héterhelésbdl adodik.
A feladatot két eltéré elméleti modellel vizsgaljak, egy
szilardsagtani elméleteket tartalmazé (Euler-Bernoulli-
féle radmodellhez kothetd) és egy sikfesziiltségi

allapotot feltételez6 megkozelitéssel. Masik népszer(i
téma a radialisan gradiens rudak témakorében a
stabilitasi feladatok megoldasa. Ide hozhatjuk példaként
a [11] szakirodalmat, amely perturbacioés technikat
hasznalt rugalmasan d4gyazott rudak feladatainak
megoldasara, vagy a [12] cikk, amelyben a gerendat
terheld koncentralt erd és nyomaték hatasat vizsgaljak.

Pydah ¢és Sabale [13] kétiranyban funkcionalisan
gradiens korives gerendak hajlitasi problémajat

vizsgaltak kiilonbozé végterhelések mellett. Eslami és
munkatarsai [14] kétlépcsds perturbacios modszert
alkalmaztak egy  oldalirinyd  nyomasnak  és
hémérsékletmezonek kitett, funkcionalisan gradiens cs6
megoldasara. A vizsgalt ives szerkezet
anyagtulajdonsagai a radialis irdny mentén valtoztak,
egy specidlis hatvanyfiiggvény szerinti eloszlasnak
megfelelden.

A [15] munkaban egy radidlisan gradiens gorbe
koézépvonalu rud megoldasat mutatjak be, amelyben a
rugalmassagi modulus a radidlis irany mentén
hatvanyfiiggvény szerint valtozik. Ecsedi és Baksa [16]
olyan modszert dolgoztak ki, amely radialis terhelésnek

kitett,  korives, specialisan  ortotrop  gerendak
fesziiltségallapotanak meghatarozasara alkalmazhato.
Jelen tanulmany egy tobbrétegli, ivelt gerenda

vizsgalatabol indul ki. A gerendat radialis irdnyban
specialis hodterhelés éri. Az egyes homogén rétegek
egymassal tokéletesen kapcsoltak, nincs koztik relativ
elmozdulds. A  probléma leirdsdhoz (7, ¢, 2)
hengerkoordinata-rendszert alkalmazunk.

1. abra A feladat vazlata

* egyetemi docens, Miskolci Egyetem, Gépészmérndki és Informatikai Kar, Miiszaki Mechanikai Intézet



A kiindulasi probléma altalanositasaval szeretnénk
kozeliteni a radialisan gradiens anyagi rudak
megoldasait. Az altalanositott sikfesziiltségi allapot
feltételezéseibdl indulunk ki, a szétkapcsolt (allandosult
allapota) hérugalmassagtan alapegyenleteit hasznaljuk a
deformaciok ¢és a fesziiltségi allapot leirasara.
Szeretnénk vizsgalni a radialis irdanyban eldirt
hémérsékletmezé mellett a radra hatd nyomatékok és
specialis radialis iranyt nyomdasok hatasat is. Az utobbi
felilleti terhelést a rad als6 ¢és fels6 gorbiilt
peremfeliiletére irjuk eld.

A feladat vazlatat szemlélteti az 1. abra. A gorbe
koézépvonalu rad kiils6 és belsé sugarat jeldlje a és b, a
rad vastagsaga (z irdnyban) legyen h, azaz
a<r<b 0<¢<y, —3<z<’

tartomanyt vizsgajuk.

geometriai

2. A PROBLEMA MEGOLDASA

A probléma megoldasanak kozelitéséhez hasznaljunk
tobbrétegli megkozelitést. Bontsuk fel a szerkezetet n
darab homogén rétegre, amelyeket tokéletesen
Osszekapcsolunk. Legyen Ry =a ¢és R,,1=b. A
feladat kiindulasa az el6irt hémérséklet kiilonbség
fiiggvény, amely az abszolut hdmérséklet és a szerkezet
egyensulyi homérsékletének a kiilonbsége, és jelolje
9(r). Vegyik 0gy, mintha a  tobbrétegli
szerkezetiinkben minden rétegnek egy konstans
hémérséklete lenne, amit jeloljon U; az i. rétegben. Ezt
megkaphatjuk példaul ugy, hogy az eredeti homérséklet
fiiggvényének kiszamoljuk a diszkrét értékét a réteg
kozepén (2. abra), de vehetiink példaul integral
értelemben vett atlagot is a réteg vastagsdga (r iranyu)
mentén.

M(Rm) ==

M(Reit) -=omomo bk
M(Rp) ==

Material property
M(r)

2. abra Az anyagi paraméterek kozelitése

Az Euler-Bernoulli-féle radelmélet feltételezéseibol
indulunk ki. Az elmozdulasmezét az alabbi alakban
keressiik az i. réteg esetén (i = 1, ..., n):
Upi(r, @) = U;(r) + ¢y cos @ + ¢, sin g,

Ugi(1, @) = CTe + ¢; sin@ — ¢c; cos @ + c37,(1)
Kis alakvaltozast feltételezve, alkalmazva a kinematikai
egyenletet hengerkoordinata-rendszerben az alabbi
Osszefiiggést kapjuk a tangencidlis és radialis fajlagos
relativ nyulasokra:

d duy(r) -
sr(r) uT = udrrr is(p(r) = urr 1’ (2)

U; dU;
qJL':Tl"'C'sri:d_rl' 3)

A kompatibilitasi egyenletbe helyettesitve a (3)
Osszefiiggéseket kapjuk, hogy az i. rétegre (i = 1, ..., n):
C=0. @)

Linearisan rugalmas anyagi viselkedést feltételezve az

anyagtorvény az alabbi alakban irhato fel az i. réteg
esetén:

&

degyi
@i

Eigr = 0y — vj04; + Eja9;, Q)
Eig, = 09 — V0 + E;;9;, (6)
ahol E; a réteg rugalmassagi modulusza, v; a Poisson
szam, ; a linerdis hotagulasi egyiitthato, o,;, g,,; pedig
a radialis és tangencialis normalfesziiltségek.
Az egyensulyi egyenlet nemzérus skalar vetiileti
egyenleteit felirva kapjuk, hogy

dovi 4 Tri%ei _ . 7

ar r
A (6) egyenlet atrendezése utan a normalfesziiltségek a

V fesziiltségfiiggvény segitségével az alabbi alakban
irhatok fel:
av;
U(pi = ;1 (8)
Vi .
O = (i=1,..n). &)
Ezeket az Osszefliggéseket behelyettesithetjiik az (5-6)
Osszefiiggésekbe, amit pedig a (4) kompatibilitasi
egyenletebe Igy kapjuk, hogy
v, i o2 a1
dr2 tro Vi ECr 0.
Ennek a differencial egyenletnek a megoldasa

(10)

Vi(r) =Aur + = AZ’ ﬂrln(r) JR <7 < Rjyq, (11)
av; Ay
;=A1i__2+ l()+__0(pl (12)

a fesziiltség fliggvényre. A rad iranyu terhelésbol

szarmaz6 peremfeltétel:

Rn+1 Rnt1
N =f aq,(r)dr —f ar

N - (roy)dr =

= Rzo-rl(RZ) Rlo-rl(Rl) +- 4+ Rn+10rn(Rn+1) -
Rp0mm(Ry) (13)
egyenletre vezet. A nyomatéki egyenlet (peremfeltétel)
felirasaval adodik, hogy
M = f:‘“ r0,(r,¢)dr = D (14)

amely a rad végének terheletlen esetében D = 0, mig

egy M nagysagih nyomaték esetén D = Mh™!
kifejezéssel adhaté meg.
Az  elmozdulasmezé ¢; (i=1,2,3) ismeretlen

komponenseinek meghatarozasahoz a
ur1(R,0) =0, ugol(le 0)=0, Uyp2 (Rn+1,0) =0 (15)
kinematikai peremfeltételeket tudjuk hasznalni.
Alkalmazzunk két, egymastol fiiggd nagysagu
(ellentétes iranyu) feliileten megoszl6 terhelést, amelyek
p1(r = a), po(r = b):

ap, + bp, = 0. (16)
Ekkor a radialis normaélfesziiltségre (megadott alakt
elmozdulasmezd mellett) a peremen felirhato, hogy

0r1(R1) = Opny1(Rps1) = apy. (17)



Amennyiben ezek a peremek terheletlenek, az el6z6
(17) egyenlet jobb oldala zérus értéket vesz fel.
A rétegek kozotti illesztési feltételekhez kihasznaljuk,
hogy a rétegek tokéletes kapcsolata miatt az
elmozdulasmezdének folytonosnak kell lennie, azaz
Ui(Ri+1) = Upy1(Riv1), (18)
illetve a fesziiltségmez6 folytonossagabdl a radialis
normalfesziiltségekre is fenn kell allnia a
0ri(Rit1) = 0rip1(Rip1), ((=1,...,n—=1) (19)
Osszefiiggéseknek.
Osszegezve, a 2n + 4 darab ismeretlenhez felirtunk 2n
+4 darad egyenletet, amelynek a rétegek illesztésére
vonatkozo feltétle tomdren az alabbi formaban
fogalmazhaté meg
Dx =f, (20)
ahol az x oszlopmatrix tartalmazza az ismeretlen
Ay, Ay; konstansokat, f pedig a terhelésbdl szarmazo
tagokat. Az elmozdulasmez6hoz felirhatd, hogy
v; = (B - ;—) Ay + (E; + ;—) Ayt +5(-1+
1 —=v)Inr)r + a;9;r. 2n
A tobbrétegli feladat megoldasanak egyik hatranya,
hogy a kapott tangencidlis iranyt normalfesziiltség,
amely a dominans fesziiltség, sokszor oszcillalo jelleget
mutat.  Ezt  ellensilyozhatjuk egy  megfelel6

approximacios gorbe alkalmazasaval, amely példaul
legkisebb négyzetek modszerével is meghatarozhato.

3. NUMERIKUS PELDA

A numerikus példa szamitasaihoz az alabbi adatokat
hasznaltuk fel:
Ri=a=05mR,=b=0,7m,y =270%h =5 mm.
A hoterhelést add homersékletkiilonbség fiiggvény
legyen:
9(r) = 110r + 40 [K].
Az anyagallandok (M = E,v, a) radialis koordinatatol
valo fiiggéséhez az alabbi fliggvényt hasznaltuk:
) =,
b—a
M(r) = (My — M3)G + M,,
amivel
E, = 210GPa, E;, = 340GPa,v; = 0.32,v, = 0.25,
1 1
a, =12 10‘6E,0(2 =3.9-10"°—.

K
A feladat megoldasahoz Maple szoftvert hasznaltunk.

Az approximacios fiiggvényiink legyen egy negyedfoku
polinom. Az elmozdulasmez6t szemlélteti a 3. abra, mig
a 4. abran lathatdo a tangencialis normalfesziiltség 3
rétegszam esetén. Ezen harom esetbdl az elsé keét
vizsgalt esetben alkalmaztuk az approximacios
fiiggvénylinket.
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3. abra Az elmozdulasmezé [m] fiiggvénye
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4. abra A tangencialis normalfesziiltség

4. OSSZEGZES

A tanulmany a radialisan gradiens, koriv kézépvonala
rudak egy hérugalmassagtani feladatdinak megoldasat
prezentalta. A rudat altalanositott sikfesziiltségi allapot
mellett egy specialis hoterhelés éri, amely a
hengerkoordinata-rendszer radialis iranyanak
tetszOleges fliggvénye. A funkcionalisan gradiens
anyagi rid megoldasat egy tobbrétegli (kompozit
anyagnak tekinthetd) modellbdl vezettiik le. Vizsgaltuk
azokat az eseteket, amikor koncentralt nyomaték terheli
a gerendak végét, avagy specidlis radialis irdnyt
megoszld terhelés a gerenda als6 ¢és fels6 gorbiilt
peremeit. Megadtuk a kombinalt hé és mechanikai
terhelések esetén kialakuld elmozdulasmezd és
fesziiltségfiiggvények  képleteit a  kompatibilitasi
egyenletet és az egyensulyi egyenletekbOl levezetett
fesziiltségfiiggvényeket felhasznalva.
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