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A RELATIVITÁSELMÉLET
TÖRTÉNETÉBÕL

A MINKOWSKI-VILÁG1

A természeti folyamatok leírása legalkalmasabban az ún. inerciális vagy
tehetetlenségi vonatkoztatási rendszerekben történik. Itt a vonatkoztatási
rendszer a megfigyelõ számára a hely meghatározásához egy a három
dimenziós teret behálózó koordinátarendszert jelent a „hol” kérdésre
adandó válaszhoz, és megfelelõ órákkal mérhetõ adatot a „mikor” kér-
désre adandó válaszhoz. A „hol” és a „mikor” kérdésre adott válaszokkal
jellemezük ugyanis a fizikai eseményt, e jellemzõk nélkül a fizikai minõ-
ségek változását nem lehet megfogalmazni. Az inerciális vonatkoztatási
rendszer megkülönböztetése az összes többi lehetõség közül pedig azt a
célt szolgálja, hogy megfelelõ kiindulási alap álljon rendelkezésre, ami le-
hetõvé teszi a dinamikai változás konzekvens megfogalmazását.

Az inerciarendszer felkeresésére Newton elsõ axiómájából indulunk
ki. Ez azt mondja ki, hogy: „minden magára hagyott test megtartja egye-
nesvonalú egyenletes mozgását”. Célszerû megfordítani az axiómát,
hogy belõle definiálhassuk az inerciarendszert. Ha azt tapasztaljuk,
hogy egy magára hagyott test megtartja egyenesvonalú egyenletes moz-
gását, akkor az a vonatkoztatási rendszer, amiben ezt tapasztaljuk,
inerciarendszer.

Mit jelent az, hogy a test „magára van hagyva”? Azt jelenti, hogy
nem áll más testekkel kölcsönhatásban. Ilyen kölcsönhatás a fizika isme-
retei szerint lehet elektromágneses, nukleáris – erõs vagy gyenge –, ezek
az ún. arisztokratikus kölcsönhatások, mert nem minden anyagfajta hó-
dol nekik; és még lehet egy „demokratikus” kölcsönhatás, a gravitáció,
vagyis az általános tömegvonzás, amely mint neve is mutatja, az összes
anyagfajtára jellemzõ.

Hogy a gravitáció esetén is lehessen inerciarendszerrõl beszélni, még
további meggondolás szükséges. A gravitáció kikapcsolhatatlan, leárnyé-
kolhatatlan kölcsönhatás, ezért ha csak ezt mondhatnánk, akkor az iner-

1 Elõzménye: Abonyi Iván: A Minkowski-világ, elõadássorozat a TIT József Attila sza-
badegyetemén 1986-ban.



ciarendszer definíciója üres lenne. További tapasztalatok elemzésére van
szükség.

Ma közismert fogalom a súlytalanság állapota. Ez beáll valahányszor
– egy ûrhajó fedélzetén, ha pl. az a Föld körül mûholdként súrlódás-

mentes (közegellenállás-mentes) Kepler-mozgást végez;
– egy ûrszonda fedélzetén, ha az úgy megy, hogy hajtómûvei nem

üzemelnek és a súrlódás, a közegellenállás elhanyagolható;
– egy zsámolyról leugró ember „fedélzetén”, míg a szabadesés tart;
– a Föld fedélzetén a Naprendszer tagjaira vonatkozóan (!), de ter-

mészetesen nem a Föld és a fedélzetén lévõ tárgyak kölcsönhatásá-
ra vonatkozóan (!);

– szabadon esõ liftben.
Ezekben az esetekben a gyorsulva mozgó test fedélzetén, mint labo-

ratóriumban nem észlelhetõ a gyorsuló mozgást kiváltó erõ sem. Hiszen
a „laboratórium” minden anyagi pontja ugyanannak az erõnek ugyanúgy
esik áldozatul, így ezek a pontok ilyenkor a gravitációtól „megszabadul-
nak”, vagyis egymáshoz képest úgy mozognak, mintha a gravitációt sike-
rült volna kikapcsolni.

A gravitációtól való megszabadulás másik módja az eredõ gravitációs
(súly-) erõ irányára merõleges pályára kényszeríteni a mozgást, de úgy,
hogy ugyanakkor ezen a pályán a súrlódás elhanyagolható legyen (jégpá-
lya, ami persze vízszintes, ami viszont épp a súlyerõre merõleges; továbbá
vízszintes légpárnás asztal).

Mind a Kepler-mozgások, mind az említett kényszeres megoldások rá-
világítanak azonban arra a tényre, hogy az inerciarendszerek ilyen beveze-
tése csak térben és idõben korlátozott kiterjedésû lehet. Az inercia-
rendszer ezért csak lokális (nem univerzális) és momentán (nem öröklétû).

Konklúzió: be lehet vezetni lokális és momentán inerciarendszereket,
amelyekben a magára hagyott test egyenesvonalú egyenletes mozgást vé-
gez. Vagyis nincs gyorsulása. Ha nincs gyorsulása, akkor a sebesség állan-
dó, de bármilyen állandó lehet. Ezért, ha van egy inercairendszer, akkor
mindjárt végtelen sok is van, ezek egymástól csak az egyenesvonalú
egyenletes mozgás sebességének irányában és nagyságában különböznek.
Ha egy inerciarendszerben egyszer azt tapaszaljuk, hogy egy mozgás nem
egyenesvonalú és/vagy nem egyenletes, hanem gyorsuló, akkor bizonyo-
sak lehetünk abban, hogy azt a másik test kölcsönhatása okozta, nem pe-
dig valami ettõl különbözõ extra megnyilvánulás. Ekkor Newton második
axiómája jobb oldalán „anyagi test és anyagi test közti kölcsönhatás” sze-
repel, mint a gyorsulás oka. Alapvetõ követelmény, hogy az inercia-
rendszerek esetlegessége nem befolyásolja a megfigyelõk kijelentéseit a
természetrõl, hiszen az objektíve létezik. Olyan diszkrét (szerény) forma-
lizmus kerestetik, amely az ineciarendszerek esetlegességét háttérbe szo-
rítja. Ennek tapasztalatai alapja a Galilei által felismert relativitási elv,



mely szerint: inerciarendszerek között fizikai (akkor még mechanikai) kí-
sérletekkel különbséget tenni (közülük egyet kitüntetni) nem lehet. Ez
más szóval annyit jelent, hogy pl. az emberi szervezet az egyenesvonalú
mozgás sebességére nem érzékeny, de a kanyarra, és a sebesség nagysá-
gának változására viszont igen.

A speciális relativitáselmélet fõ célja az inerciarendszerek egyenjogú-
ságának összes következményeit levonni. Kiindulási pontja az elsõ lénye-
ges mélységekben megismert kölcsönhatás, az elektromágneses kölcsönha-
tás alaptörvényeinek, a Maxwell-egyenleteknek a kísérleti ellenõrzése volt.

A gravitációt nem tekinthetjük „lényeges mélységeiben” megismert
kölcsönhatásnak, mert csak statikus helyzetre vagy lassú változások eseté-
re volt ismeretes, az erõtörvénye végtelen terjedési sebességet tételezett
fel. Ezt nem értékítéletnek, hanem megállapításnak szánjuk, a gravitáció
igen gyenge volta miatt gyakorlati nehézségekbe ütközött a változásának
dinamikáját megfigyelni. Ezzel szemben az elektrodinamikában ez össze-
hasonlíthatatlanul könnyebben és gyorsabban ment.

Michelson és Morley kísérlete (1880) arra a célra szolgált, hogy most
már ne csak mechanikai, hanem optikai kísérlettel is megpróbáljanak az
inerciarendszerek közül egyet kitüntetni, azt nevezetesen, amelyben a
fény terjedési sebessége (vákuumban) c = 300 000 km/s. A kísérlet ered-
ménye negatív, a Michelson-interferométer semmilyen forgatása, a Föld
pályájának semelyik szakaszán, a Föld (forgása szempontjából érdekes)
semelyik pontján nem lehetett változást tapasztalni a fény terjedési se-
bességében. Ebbõl levonták azt a következtetést, hogy a fény sebessége
érzéketlen a fényforrás és/vagy az érzékelõkészülék sebességére. Megdõlt
tehát a sebesség Galilei-féle összeadási szabálya, mely szerint pl. a Keleti
pályaudvar állomásfõnökének lámpájából eredõ fény a pályaudvarhoz
képest v sebességgel mozgó kalauz fotocellájához c + v sebességgel érne,
ha a fény az állomásfõnöktõl c sebességgel indul. Helyette olyan sebes-
ségösszetételt kell keresni, mely szerint

c bármi c� � ,

és ennek következményeit ki kell értékelni.
A Michelson-kísérlet konklúzióját így fogalmazhatjuk. Ha (x, t) egy

inerciarendszer koordinátái, (x’, t’) egy másiké, amely az elõbbihez az
x || x’ tengely mentén v sebességgel mozog, akkor az egyik inerciarend-
szert IR-rel, a másikat IR’-rel jelölve, fennáll, hogy

az (x, t) IR-ben dx = cdt, (1)
az (x’, t’) IR’-ben dx’ = cdt’. (2)

Itt a d elõke az x ill. x’; a t ill. t’ megváltozását jelenti, ami lehet véges
vagy differenciális is. Az (1) és (2) kijelentésben ugyanarról a c-rõl van
szó. A két IR-et összekapcsoló megállapítás:
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vagyis átrendezéssel:

(dx)2 – c2 (dt)2 = (dx’)2 – c2 (dt’)2. (4)

A rövidebb írásmód végett vezessünk be olyan mértékrendszert, hogy
az idõt is hosszban mérjük, más szóval c = 1 legyen. Ezzel a (3)-ból adódik

(dx)2 – (dt)2 = 0, (4,a)

ami minden IR számára invariáns (változatlan érvényû) kijelentés a fény-
jel útjára vonatkozóan. Ez tehát tapasztalati tény.

Az egyik IR-bõl a másik IR’-be bevezetõ koordinátatranszformációt,
az egyik észlelõ nyelve és a másik nyelve közti tolmácsszolgálat jelkulcsát,
döntõen (4) határozza meg. Világos, hogy
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kell legyen, (ahol F és G a változóinak egyelõre keresett függvénye), kü-
lönben (4) nem teljesülhet. Legyen IR’ olyan, hogy x’-tengelye párhuza-
mos IR x-tengelyével. IR’ jobbra haladjon, IR origójától úgy, hogy ami-
kor t’ = t = 0, akkor az IR és IR’ origói egybeesnek. Ezek csak egyszerû-
sítõ, lényegtelen megszorítások. Az (5) transzformáció képletei ekkor H.
A. Lorentz szerint
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alakúnak adódnak. Figyelem! Az elõbb bevezetett c=1 mértékrendszert
használjuk, ez dimenziót is jelent! Így (6) és (7) második sorában x ill. x’
elõtt tulajdonképpen v/c2, a 
-ban v2/c2 állna!

Behelyettesítéssel könnyen igazolható, hogy (6) és (7) kielégíti (4)-et.
A (6) az IR’-be vezetõ, a (7) az IR’-bõl az IR-be vezetõ transzformá-

ció képletei, ezek írják le az IR-bõl a hozzá képest v sebességgel mozgó
IR’-be; ill. az IR’-bõl a hozzá képest (–v) sebességgel mozgó IR-be való
áttérés szabályait. A (6) és a (7) az inerciarendszerek közötti Lorentz-
transzformáció képletei.

Elsõ megfigyelés: a (7) a (6)-ból úgy kapható, hogy a vesszõket a
vesszõtlenekre áttelepítjük, és a v helyett (–v)-t írunk. Tehát (6) és (7)
kölcsönösen azonos alakú.



Második megfigyelés: a (6) és (7) a megváltozásokra
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alakú. Mozogjon egy pont IR-ben, hozzá képest dx/dt = w sebességgel,

mekkora lesz ez a
dx
dt

’
’

sebesség az IR’-ben? Röviden: minthogy w’ =

dx’/dt’, (8) elsõ egyenletét osszuk a másodikkal:
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Osszuk számlálót-nevezõt dt-vel a jobb oldalon:
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A hányadosok – a határmenet elvégzése után – maguk a megfelelõ
pillanatnyi sebességek:

w
dx
dt

w v
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(11)

Ez a sebességösszetétel új törvénye. Vizsgáljuk meg, mi lesz w’, ha
w = 1 (vagyis mértékrendszerünkben w épp a fénysebesség)? Válasz:

w
v
v
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tehát w’ = 1 (mértékrendszerünkben épp a fénysebesség).
Tanulság: bármekkora is v, a fénysebességgel kombinálva nem jut

szerephez.
Megjegyzés: Ez a Lorentz–Einstein-féle (11) sebességösszetétel a szo-

kásos mértékrendszerben az

w
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alakot ölti. Megemlítjük, hogy a (13) sebességösszetételt – áramló köze-



gek optikai törésmutatójának kísérleti vizsgálatával – Fresnel és Fizeau
már 1851-ben méréseivel igazolta.

*

Áttérhetünk most az eseménytér geometriai tulajdonságainak elemzésére. Az
eseménybõl csak annyit kell még most is megragadni, hogy valahol és va-
lamikor valami történik. Ezt sok egyenrangú inerciális megfigyelõ írja le.
E megfigyelõk tudják, hogy egyetlen biztos tényre számíthatnak, ami
mindegyiküknek egyformán igazat mond, ez a fény sebessége (vákuum-
ban). Ezért koordinátahálózatukat és idõhálózatukat a maguk vonatkoz-
tatási rendszerében a fényjelek futásának ismételt felhasználásával építik
fel. A technikai eszközök kivitelezhetõsége nem elvi feltétel, ezért úgy
vesszük, hogy az eszközök rendelkezésünkre állnak. Az eseménytér (amit
mostantól kényszerûségi okokból csak két dimenzióban ábrázolunk) egyik
pontjában vagyunk jelen most (itt és most). Egy másik pontban eljuttatunk
egy tükröt. Mi egy fényjelet indítunk és megmérjük az oda-visszafutás
idejét, amit 2c-vel osztva adódik r, a másik pont tõlünk mért távolsága.
Ezt az adatot levélben leírjuk, és egy szabvány órával együtt elküldjük se-
gédünkkel a másik pontba, utasítva az ottani megfigyelõt, hogy az órát a

következõ fényjel beérkezésekor állítsa
r
c

értékre, majd ellenõrizze, hogy

az ismételten egymásra következõ jelek beérkezésekor az órája az ismé-
telten egymásra következõ értékeket mutatja. Ezt a folyamatot az órák
szinkronizálásának nevezik. Ezt minden megfigyelõ elvégezteti minden se-
gédjével. Ezáltal minden inerciarendszer (megfigyelõ) számára kiépítet-
tünk egy a fény vákuumbeli terjedési sajátságain alapuló koordináta- és
idõhálózatot.

Az eseményteret (a továbbiakban a világot) most vonalakkal látjuk el.
Az 1. ábra A pontjából fényjeleket küldünk jobbra és balra. E jelek össze-

kötik azokat a B eseményeket, hogy ott
és akkor ez a fényjel átfutott. Az A-ba
segédeinktõl jobbról és balról érkezik
fényjel, ennek megfelelõen a balról jobb-
ra és a jobbról balra, rajtunk is áthaladó
fényjelek pályája rendelkezésre áll. Ez
olyan két egyenes, mely az A-ban metszi
egymást és a fény térbeli és idõbeli terje-
dését ábrázolja, az x – t = 0, és az x + t =
0 lesz az egyenesek egyenlete. Mindkettõ
kielégíti az x2 – t2 = 0 egyenleteket, ami a
Lorentz-transzformáció alaptulajdonsága
szerint minden inerciális megfigyelõnek

B1
B2

A

1. ábra



invariáns, (vagyis ugyanilyen alakú). (Tes-
sék meggyõzõdni róla!) Ez a konstrukció
az eseménytér bármely pontjában elvé-
gezhetõ. Így az eseménytér minden
A pontban felosztható négy szektorra és
köztük egy határfelületre (2. ábra). Az
analitikus geometriából tudott, hogy az
A metszéspontú x2 – t2 = 0 egyenespár
feletti résznél és alatti résznél x2 – t2 < 0,
a jobb és bal oldali résznél x2 – t2 > 0.
Minthogy x2 – t2 = 0 Lorentz-invariáns,
így Lorentz invariáns lesz az x2 – t2 = ±d2

is, tehát maga d2 is.
Elnevezések: ha az x2 – t2 < 0 túlnyo-

mó részt idõjellegû, ezen belül a t > 0 tartomány az A(0,0)-hoz képest a
jövõ, mert késõbb van. Az x2 – t2 < 0, és a t < 0 tartomány az A(0,0)-hoz
képest a múlt, mert korában van. Az x2 – t2 > 0 pedig túlnyomórészt tá-
volság jellegû, mert másutt van [A(0,0)-hoz képest].

Állítás: Nincs olyan megfigyelõ (olyan IR), melybõl nézve ez a felosz-
tás megváltozna. Bizonyítás: a felosztás alapjául szolgáló x2 – t2 = d2 kife-
jezés Lorentz-(transzformációval szemben) invariáns (mint elõbb láttuk).

Ezzel ezt az állítást bizonyítottuk.
További elnevezések: az x2 – t2 < 0 tar-

tományt (A-hoz képest) idõszerûnek, az
x2 – t2 > 0 tartományt (A-hoz képest) tér-
szerûnek nevezzük.

Az A(0, t) egy olyan vonal (3. ábra),
ami azt ábrázolja, hogy az origóban vala-
mi van, onnan megy el, de felette múlik
az idõ. Ez tehát eseménysor, neve legyen
világvonal, (állok az Operánál és nem
mozdulok onnan, pedig már dél van, sõt
lassan éjfél stb.). Legyen ez az „itt” ten-
gely, az idõtengely (melyre x = 0). Ez a
világvonal idõszerû, a jövõbe mutat. Húz-
zuk meg most az A(0,0)-hoz egyidejû ese-
ményeket összekötõ vonalat (itt t = 0, ez a „most” tengely), ez a vonal az
x-tengely, „abszolút máshol” lévõ eseményeket köti össze, térszerû irányú.

A térszerû és idõszerû szektorok közti határfelület az x2 – t2 = 0, mint
láttuk, a fényjel útja. A 2. és 3. ábrán szereplõ fény-egyenespárt fénykúp-
nak nevezzük abból kifolyólag, hogy a tényleges helyzetet egy

x2 + y2 + z2 = t2,

A

JÖVÕ

MÁSHOL MÁSHOL

MÚLT
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2. ábra

A

t

fény

x

3. ábra



vagyis

( ) ,x y z t2 2 2
1
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alakú egyenletnek megfelelõ alakzattal kellene ábrázolni. A legegysze-
rûbb, ha ezt z = 0 esetén ábrázoljuk: ez akkor egy kúp palástja. Innen ra-
gadt rá a szemléletes elnevezés: a fénykúp.

Ábrázoljunk most ebben az IR-ben mozgásokat! Mozgás legyen x = ut,
ahol u kicsi (u < 1). Megszoktuk ezt az alakot, pedig most jobb lenne
ugyanezt

t
u

x�
1

alakban írni. Ekkor ugyanis a mozgás so-
rán érintett eseménysort a 4. ábra szag-
gatott vonala ábrázolhatná. A c = 1 mér-
tékrendszerben vagyunk. Ezért a fény-
kúp 
/2 nyílásszögû. A vizsgált mozgás u
sebessége is ebben a mértékrendszerben
értendõ. Akkor 1/u tulajdonképpen c/u,
az egyenes iránytangense tehát egynél
nagyobb, az egyenes biztosan a fénykúp
belsejében fut. Ez így is van rendjén, egy
világvonal szükségképpen idõszerû. Ahogy
a sebesség nõ, úgy hajlik a fénykúp felé a
mozgást ábrázoló egyenes. Itt jegyezzük
meg, hogy a világvonal – mint idõszerû

vonal – természetesen nem bukhat a fénykúp alá, mert akkor már térsze-
rû lenne. Ezért a világvonal iránytangense a szokásos mértékrendszerben
véve c/u > 1 kell legyen, vagyis c > u, tehát a test u mozgási sebessége a

fény (vákuumbeli) terjedési sebességénél
kisebb kell legyen. Különben az idõszerû
és térszerû elválasztás – már fentebb be-
igazolt – abszolút felbontása sérülne.

Ez a megállapítás a (12) képlettel
idézett sebesség-összeadási határesettel
karöltve jelenti a (vákuumbeli) fényse-
besség határsebesség jellegét.

Az 5. ábrán az egyik IR’ megfigyelõ
hozzánk képest végzett mozgását kíván-
juk most ábrázolni.

Az IR’ barátunk, aki maga ugyanazt
megtehette, amit mi eddig, számunkra a
(6) képletekkel van adva. Ahogyan a mi
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idõtengelyünk egyenlete x = 0 volt, a mi helytengelyünké pedig a t = 0,
ugyanúgy neki is x’ = 0 lesz az idõtengelye, t’ = 0 pedig a helytengelye.
Csakhogy (6) szerint az x’ = 0 feltétel a

x + vt = 0 (t’-tengely) (14)

követelményhez, a t’ = 0 feltétel pedig a

t + vx = 0 (x’-tengely) (15)

követelményhez vezet. S minthogy (14)-bõl

t
v

x��
1

(t’-tengely) (16)

adódik, (15)-bõl pedig

t = – vx, (x’-tengely) (17)

továbbá v < 1, tehát 1/v > 1/v > 1, és így a t’ tengely az 5. ábrán a fény-
kúp fölé: a fénykúp és a t-tengely köz-, míg az x’-tengely a fénykúp alá: a
fénykúp és az x-tengely közé fog esni. Az iránytényezõk reciprocitása pe-
dig épp azt jelenti, hogy a tt’ hajlásszög egyenlõ az xx’ hajlásszöggel.

1. Következtetés: Az egyidejûség relativitása
Ha IR-ben a t = 0-nak az x-tengely felel meg (ez az A-val IR-ben egyidejû
események serege), akkor az IR’-ben a t’ = 0-nak az x’-tengely felel meg,
(ez az A-val az IR’-ben egyidejû eseménynek serege). Figyeljük meg, hogy
az IR-ben egyidejû események nem azonosak az IR’-ben egyidejû esemé-
nyekkel. Ez a fogalom a vonatkoztatási rendszertõl függõvé vált!

2. Következtetés: Az azonoshelyûség relativitása
Ha az IR-ben az x = 0-nak felel meg a t-tengely (az az A-val azonos he-
lyû események serege), akkor az IR’-ben az x’ = 0-nak felel meg a
t’-tengely (ez az A-val az IR’-ben azonos helyû események serege). Fi-
gyeljük meg, hogy az IR-ben azonos helyû események nem azonosak az
IR-ben azonos helyû eseményekkel.

Ez a fogalom is a vonatkoztatási rendszertõl függõvé vált!

Most áttérünk a mértékegységek Lorentz-transzformációjának vizsgála-
tára. Mint láttuk, az x2 – t2 = d2 Lorentz-invariáns. Legyen most d2 < 0, és
d2 = – 1. Ekkor

x2 – t2 = – 1,



tehát az idõszerû tartományban vagyunk, és a különbözõ inerciarend-
szerek idõegységeit vizsgáljuk. Világosabban:

t2 – x2 = 1. (18)

Ez az (x, t) koordinátarendszerben
egy a t-tengely körül nyíló hiperbola-pár,
ahogyan a 6. ábra mutatja. A hiperbolá-
kon minden pontra a bal oldal egységnyi.
Minthogy a hiperbolapontok irányai A-ból
nézve idõszerûek, ezek lesznek pl. az 1
sec értékei, a különbözõ inerciarendsze-
rekben. Láttuk, hogy IR’-ek t’-tengelyei
a t-tengely és a fénykúp között futnak.
Ezért a t’ skáláján az egységpontot a
t’-tengely és az egységhiperbola metszés-
pontja fogja kiadni. Ebben az ábrázolás-
ban is látszik, hogy az IR-hez képest moz-
gó IR’-k órái annál lassabban járnak, mi-

nél nagyobb az IR’ sebessége IR-hez képest. A konkrét megállapítást
lásd a késõbbiekben (21).

Legyen most a Lorentz invariáns

x2 – t2 = d2

képletében d2 > 0 és d2 = 1. Ekkor

x2 – t2 = 1,

tehát a térszerû tartományban vagyunk és a különbözõ inerciarendszerek
hosszegységeit vizsgáljuk. Világosabb elrendezésben ez az

t2 – x2 = – 1 (19)

alakot ölti, ami az x-tengely körül nyíló
hiperbolapár, ahogyan a 7. ábra mutatja.
Minthogy az IR’ x’-tengelye az IR x-ten-
gelye és a fénykúp között fut, az IR’ tá-
volságegysége a hiperbola és az x’-tengely
metszéspontja lesz. Az IR-bõl nézve a
mozgó testek hossza annál rövidebbnek
látszik, minél nagyobb az IR’ sebessége
az IR-hez képest.

A konkrét megállapítást lásd a ké-
sõbbiekben (20).

Áttérhetünk most a mozgó testek hosz-
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szának mérésére. Mint fentebb az x-tengely az IR-ben a t = 0 tulajdonsá-
gú események serege volt most egy test hosszának – egy IR megfigyelõ
számára – tekintsük azt a távolságot, amit a hozzá képest nyugvó megfi-
gyelõ egyidejûleg mérhet (segédeivel) a két végpont között. Nevezzük ezt
a távolságot egyidejû lenyomatnak. Ha éppen az IR méterrúdjáról van
szó, ez az x-tengely 0 és 1 osztásai közti darab (7. ábra). Láttuk azt is,
hogy az egyidejûség relativitása miatt IR’-nek nem ezek az események
lesznek egyidejûek. Az IR’ és segédei számára ez a hossz mozog. Õk ezt
a mozgási hosszat úgy mérik meg, hogy pl. a balról jobbra haladó rudat
várva a segédek baloldali fele azt az utasítást hajtja végre, hogy óráját a
rúd (bal) végének elhagyásakor nyomja meg, a jobb felé pedig a rúd
(jobbra lévõ) elejének elhagyásakor, majd ezután kikeresik azokat a
segédpárokat, akiknek ugyanabban a pil-
lanatban állt meg az órájuk és lemérik a
párok tagjainak egymástól való (együtt-
mozgó, tehát nyugalmi) távolságát. Nin-
csen csodálkozni való, hogy ez más ered-
ményre vezet, mint IR-ben (ugyanis a
fényterjedés az abszolút!) Mármost ez a
Minkowski-síkon így ábrázolható (8. áb-
ra). Az IR méterrúdjának két vége IR’-
ben nem egyidejû, és viszont. Az IR szá-
mára az IR’ méterrúdjából (az 0–1’ tá-
volságból az x’-tengelyen) az OM’ sza-
kasz lesz egyidejû. Ezt úgy kapjuk, hogy
az 1. pontból a t-tengellyel húzunk pár-
huzamost, ami M’-ben metszi az x’-ten-
gelyt. Az OM’ szakasz az IR’-ben mért hossza az IR méterrúdjának. Ér-
dekes módon OM’ < 01’, ugyanis a 01’ távolság lenne IR’-ben egységnyi.
Tehát a mozgási hossz rövidebb, mint a nyugalmi hossz. Lássuk: mit tud
mondani IR’ az IR méterrúdjáról? Neki az egyidejû lenyomat a t’-ten-
gellyel párhuzamos az 1’ ponton keresztül, ez kitûzi az x-tengelyen a M
pontot, OM < 01, pedig 01 volna az egységnyi. Tehát az IR’ a saját mé-
terrúdjánál rövidebbnek méri IR méterrúdját.

Figyeljük meg IR és IR’ egybehangzó kijelentését: a mozgási hossz rö-
videbb, mint a nyugalmi. Minden IR-ben ugyanúgy szól a mozgási hossz-
ra vonatkozó törvényszerûség. Íme: új – természetes – megnyilvánulása
az inerciarendszerek megkülönböztethetetlenségének.

Megjegyzés: a rövidülés arányai is kiolvashatók lennének a hiperbola
érintõinek geometriai tulajdonságaiból, de a Lorentz-transzformáció (6),
(7) képleteibõl is könnyen kifejezhetõk:
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(a hagyományos mértékrendszerben). A jelenséget hosszkontrakciónak
nevezik, szokás Lorentz-kontrakcióról is beszélni.

Most az idõtartamok mérését diszku-
táljuk. Ahogyan az elõbb a hosszmérés-
nél egyidejû lenyomatot vizsgáltunk a mé-
rendõ hosszúság két végénél, úgy itt az
idõtartam mérésénél, az azonos helyû le-
nyomatra kell koncentrálni figyelmünket.
A viszonyokat a 9. ábra mutatja. Vizsgál-
juk elõször IR-bõl tekintve IR’ óráját.
IR órája elsõ tikkjének megfelelõ IR-beli
1 eseménnyel nem azonos helyû az IR’
órájának elsõ tikkjéhez tartozó 1’ esemény.
Az IR’ 1’-eseményével azonos helyû ese-
mény az IR-ben az az E, amelyet az
x-tengellyel párhuzamosan metszünk ki a
t-tengelyen, az 1’ eseménytõl kiindulva.

Így látható, hogy amikor IR’ órája még csak az elsõ tikknél tart, IR
órája már ennél többet mutat, 0E > 01’, hiszen a hiperbola tulajdonságai
szerint 01’ = 01. Tehát a mozgó óra (IR’) idõegységei az álló (IR) óráé-
hoz képest megnõttek, az idõ mintha megnyúlt volna. – Most viszont az
IR’ szempontjából mondjuk el a történteket. Ekkor IR’ áll IR (balra)
mozog. IR’-bõl nézve az 1 eseménnyel azonos helyû az az E’ esemény
lesz, melyet az x’-tengellyel az 1 eseményen keresztül, párhuzamosan
húzva a t’-tengelyen mint E’ pontot tûzünk ki.

Mármost leolvashatóan: 0E’ > 01’, tehát 0E’ > 01, az IR-nek az IR’-
hez képest mozgó órája mutat megnyúlt egységeket, mintha a mozgó óra
számára az idõ megnyúlt volna.

Ez a jelenség, amit idõdilatációnak neveznek, a Lorentz-transzformá-
ció (6), (7) képleteibõl is kivolasható,
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(a hagyományos mértékrendszerben).
Ez a kölcsönös kijelentés, mindig az álló órához képest nyúlnak meg a

mozgó óra idõegységei. Ez a kölcsönösség rendjén is van így, hiszen – mint
reméltük – ezúton sem lehet az inerciarendszerek között az egyiket kitün-
tetni a másikkal szemen, s még egyszer: mindezek a fénysebesség állandó-
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ságának (vagyis a megfigyelõk mozgásállapotától való függetlenségének) a
következményei, – lásd pl. egyidejûség és az azonoshelyûség relativitását.

Felfigyelhettünk már arra, hogy az egyes fizikai mennyiségek mérésé-
nél az a megfigyelõ van bizonyos elõnybe, amelyik a kérdéses jelenséghez
képest nyugalomban van, vagyis vele együtt mozog. Az együttmozgó megfi-
gyelõ mérési eljárása alkalmas arra, hogy belõle a jelenségre jellemzõ ab-
szolút mérõszámokat megkaphassuk. Ilyen példánk volt a nyugalmi (együtt-
mozgó megfigyelõ által mért) L hossz (20) és a T nyugalmi idõtartam (21).

Miként a 10. ábra is szembeszökõen mutatja, az 11’ pontokon átme-
nõ hiperbola a t, ill. t’ tengelyeken az egységpontokat jelöli ki, az IR-nek
a t-tengelyen, az IR’-nek a t’-tengelyen. Világosan látszik, hogy az IR-ben
egyidejû események (az x-tengely, ill. azzal párhuzamos egyenesek, ame-
lyek a t = 0, ill. a különbözõ 0 t = konstans idõpontokkal egyidejû esemé-
nyek mértani helyei) nem azonosak az IR’ szerint egyidejû eseményekkel.
A 10. ábra jobb oldali rajza ugyanis az IR’ t’-tengelyén mért idõpontok-
hoz tartozó egyidejû eseményeket mutatja, amelyek az x’-tengellyel pár-
huzamos egyeneseken helyezkednek el. Az is világosan leolvasható, hogy
akár az IR (a bal oldali rész), akár az IR’ (a jobb oldali rész) megfigyelõi-
nek hisszük el, hogy „õk állnak” és a másikbeliek „mozognak” (relativi-
tás), mindkét esetben egybehangzóan az az állítás, hogy a mozgó megfi-
gyelõ valamely két esemény közti idõtartamot nem ugyanakkorának ész-
leli. Azok a megfigyelõk, akik az idõtartam elején és végén lévõ esemé-
nyeket azonoshelyûnek tapasztalják – azt állítják tehát, hogy a két ese-
mény ugyanott történt, de máskor – ezt az idõtartamot a leghosszabbnak
mérik (az összes lehetséges többi inerciarendszer megfigyelõi között).

Legyen világos, hogy két különbözõ dologról lehet szó. Elsõ az, hogy
az IR megfigyelõjének 0 és a t = 1 pontjai közti idõtartalmot IR’ nem lát-
ja egységnyinek, hanem annál rövidebbnek, és ennek megfelelõen az
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IR’-ben az 0 és a T = 1 pontjai közti idõtartamot meg IR nem látja egy-
ségnyinek, hanem annál rövidebbnek. Az idõtartamok mérõszámai tehát
kölcsönösen relatívak. Ez a viszonylagosság arra hívja fel a figyelmünket,
hogy itt nem a vizsgált folyamat lassul le, hanem az észlelõk különbözõ
mozgásállapota választ ki más és más felbontást, perspektívát az ese-
ménytér szemléletében.

A téridõ különbözõ mozgásokra különbözõképpen bomlik fel térre
és idõre.

Az ügy fontossága miatt tekintsük át mégegyszer az idõdilatációt, most
az ívelemnégyzet vizsgálatával. Ez fog elvezetni egyben az elõzõ bekez-
désben említett „másik dologhoz”.

Az origó és a mi IR vonatkoztatási rendszerünk 1’ jelû pontja, mint
két esemény között írjuk fel a Lorentz-invariáns

I t
c

x� �2
2

21
(22)

kifejezést, ahol x és t az IR-ben mért adatok. Egyetlen kikötés, hogy 0 és
1’ intervalluma, elválasztása idõszerû legyen, tehát I > 0. Ha (22) Lo-
rentz-invariáns, akkor értéke ugyanakkora egy másik, az IR’ megfigyelõ
számára is, aki az elõzõ IR-hez képest v sebességgel mozog úgy, hogy a
két vizsgált esemény, az 0 és az 1’ az õ számára azonos helyû legyen. Ez-
zel egy kitüntetett vonatkoztatási rendszerünk van! Az IR’-nek tehát az
egyébként is idõszerû 01’ egyenes éppen a t’-tengelye lesz. Ekkor az
IR’-ben fennáll, hogy
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(23)

ahol T az IR’-ben mért idõkoordináta, az IR’ szerint az 01’-nek megfelelõ
idõtartam. De mivel a vonatkoztatási rendszer megválasztása miatt x = vt,
ezért,
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tehát,
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vagyis megkaptuk a (22) összefüggést.



Viszont világosan látszik, hogy az 01’ idõszerû elválasztást az IR’ tel-
jes egészében „kisajátítja” és idõként éli meg, míg IR mintegy idõbõl és
mozgásból teszi össze, az IR idõként csak az 01 összetevõt éli meg.

Ez tehát nem a fizikai folyamat sajátja, hanem a téridõ mozgásbefo-
lyásolta felbontása, „perspektívája”.

A hosszmértékegységekre áttérve, a 11. ábra szembeszökõen mutatja,
hogy a 11’ pontokon átmenõ hiperbola az x, ill. x’ tengelyeken az egység-
pontokat jelöli ki, az IR-nek az x-tengelyen, az IR’-nek az x’-tengelyen.
Világos, hogy az IR-ben azonos helyû események (a t-tengely, ill. azzal
párhuzamos egyenesek, amelyek az x = 0, ill. a különbözõ 0 < x = kons-
tans helyekkel azonos helyû események mértani helyei) nem azonosak az
IR’ szerint azonos helyû eseményekkel. A 11. ábra jobb oldali rajza ugyanis
az IR’ x-tengelyén mért helyekhez tartozó azonos helyû eseményeket mu-
tatja, amelyek a t’-tengellyel párhuzamos egyeneseken helyezkednek el.
Az is világosan leolvasható, hogy akár az IR (bal oldali rész), akár az IR’
(jobb oldali rész) megfigyelõinek hisszük el, hogy õk állnak, a másikak
pedig mozognak (relativitás), mindkét esetben egybehangzóan az az állí-
tás, hogy a mozgó megfigyelõk a térbeli távolságot nem ugyanakkorának
mérik, mint az együttmozgó (a mért hosszhoz képest nyugalomban lévõ,
tehát az egyidejû lenyomatot vizsgáló) megfigyelõk, akik viszont a leg-
hosszabbat mérik. A viszonylagosság hívja fel a figyelmet arra, hogy ez
nem a vizsgált fizikai folyamatban a hossz kontrakciója, hanem a mozgó
észlelõk mozgása okozta más „perspektíva” az események szemléletében.
A téridõ más mozgások esetén másként bomlik térre és idõre.

Az ügy fontossága miatt itt is nézzük meg mégegyszer, hogyan kezelhetõ
a hosszkontrakció az ívelemnégyzet vizsgálatával. Az origó és az IR 1’ jelû
pontja, mint két esemény között írjuk fel a Lorentz-invariáns

J = x2 – c2t2 (25)
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kifejezést, az intervallum két esemény között most – a (22)-nek (– c2)-
szerese lévén – térszerû. Ha (25) Lorentz-invariáns, akkor értéke ugyan-
akkora egy olyan IR’ megfigyelõ számára is, aki az elõzõ IR-hez képest v
sebességgel mozog úgy, hogy a két vizsgált esemény (0 és 1’) az õ számá-
ra egyidejû (csak különbözõ helyen van, vagyis térbeli elválasztású). Ezzel
kiválasztottunk egy kitüntetett vonatkoztatási rendszert: Ennek az IR’-
nek tehát az egyébként is térszerû 01’ egyenes éppen az x’-tengelye. Ek-
kor a J-re fennáll, hogy

J = x2 – c2t2 = X2, (26)

ahol X az IR’ szerint az 01’-nek megfelelõ hossz. De mivel (7) szerint
(hagyományos mértékrendszerben)
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A jobb oldalon a zárójelben látható tényezõ a 
 (6) és (7) mellett
rögzített definíciója miatt
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Így az IR-ben nyugvó x hosszúságot a hozzá képest v sebességgel
mozgó IR’ megfigyelõi
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hosszúnak mérik, amivel a (20) összefüggést kaptuk vissza.
Itt is világosan látszik, hogy az 01’ térszerû elválasztás az IR’ teljes

egészében kisajátítja és térként (hosszként) éli meg, míg IR mintegy
hosszból és mozgásból teszi össze, hosszként csak az 01 összetevõt éli meg.



Ez tehát nem a fizikai test valamiféle zsugorodása, hanem a téridõ mozgás-
befolyásolta felbontása, perspektívája.

Most egy görbült világvonalat tekintünk – amely gyorsuló mozgásnak
felel meg, mert érintõje, tehát a sebesség a görbe mentén változik – ek-
kor felmerül az egyes infinitezimális szakaszok adta idõtartamok összeg-
zésének problémája.

Egyenes világvonalnál nem volt probléma, mert az egyenes érintõje
mindvégig önmaga, az egyenes világvonal mindvégig ugyanazt az egye-
nesvonalú egyenletes mozgást, tehát állandó sebességû megfigyelõt ábrá-
zolja, mint IR’-t, tehát a (21) képlettel számítható az eltelt idõ a mozgás
A és B közti szakaszára.

Görbe világvonal esetén elveszítjük
azt a lehetõséget, hogy egyetlen inercia-
rendszerrel közelíthessük a görbét. A gör-
be világvonalhoz úgyszólván pontonként,
a lokális és momentán inerciarendszerek
népes sokaságát kell egymásután hozzá-
rendelni, hogy az elemi szakaszokon al-
kalmazni lehessen a (21) képletet. Mek-
kora lesz így egy görbe világvonalszakasz
befutásának ideje? Mielõtt kiszámítjuk,
elnevezzük. Minthogy a világvonal men-
tén a parányi szakaszonként együttmoz-
gó megfigyelõk által mért idõjárulékok
szakaszonként az együttmozgó (nyugal-
mi) idõtartam járulékait adják, a belõlük összegzett idõt sajátidõnek fog-
juk nevezni. Kiszámításakor pedig úgy fogunk eljárni, hogy a görbe világ-
vonalon osztópontokat helyezünk el olyan közel egymáshoz, hogy a
szomszédos osztópontokat egyenes húrokkal összekötve a kívánt pontos-
sággal közelíthessük meg a görbe vonalat. Egy-egy ilyen húrdarab: egye-
nes világvonal (12. ábra). A k-adik darabra alkalmazzuk a (21) képletet.
Éspedig oly módon, hogy azt a húrdarabot az IR’ inerciális vonatkoztatá-
si rendszernek tekintjük. Így az IR órájához képest az IR’ órája (azon a
szakaszon):
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idõtartam elteltét mutatja. A görbe világvonalat A és B között megközelí-
tõ húregyüttesen végigkövetve a mozgást, az IR-ben
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idõ telik el, míg az egyes húrdarabok mentén �tk’. Ha most az osztópon-
tok számát minden határon túl növeljük és a szomszédos osztópontok
közti húrdarabok hossza minden határon túl csökken, akkor (28) jobb ol-
dala, vagyis a
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kifejezés a görbe mentén veendõ
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integrállal lesz elõállítható. Végeredményben a görbe világvonalon eltelt
sajátidõt A és B között a
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képlet adja meg.
Nyilvánvaló, a (29) sajátidõtartam abban az esetben lenne a leg-

hosszabb, ha a gyökjel alatt nem volna v 2 0� , vagyis az IR álló megfigye-
lõvel mindvégig együttmozgó testrõl lenne szó. De ez lehetetlen, mert IR
egyenesvonalú egyenletes mozgást végez, egyenes a világvonala. Ha pe-
dig az A és B pontok között görbe világvonalat tételezünk fel, akkor a
görbe mentén okvetlenül kell, hogy v 2 0� legyen. Így a görbe világvonal
mentén, két esemény között eltelt sajátidõ bizony kevesebb lesz, mint az
egyenes világvonal mentén ugyanazon két esemény között:

A sajátidõ kérdésével kapcsolatos az ikerparadoxon vagy óraparado-
xon néven ismert probléma.

Legyen két megfigyelõ, I és II (13.
ábra). Az I. maradjon a helyén (A) a kí-
sérlet során, míg II. induljon el onnan
mondjuk egy távoli csillag felé, majd fel-
derítõ útja végeztével térjen vissza (B).
Az A az indulás eseménye, B a II. vissza-
érkezése. Ha I és II indulásakor szinkro-
nizált óráit egyeztette, pl. ikrek (= egy-
idõsek) voltak, a (29) alapján azonnal
látható, hogy az egyhelyben maradó
I. megfigyelõ felett A és B között hosz-
szabb idõ telik el, mint a II. felett. Szá-
mukra ez már kissé magától értetõdõnek
tûnik. A II. világvonal görbe kell legyen,

fé
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13. ábra



mert másként nem tudna B-be jutni A-ból,
ezért változó a sebessége, de mindeneset-
re nem nulla, (I-hez képest). Így (29) II
számára kevesebb idõt jelent, mint I szá-
mára, akinek v = 0 volt állandóan.

A történetiség kedvéért idézzük csak
a probléma „ikerparadoxon-megfogalma-
zását”. Ha minden inerciarendszer egyen-
rangú, hogyan lehet az, hogy II, aki – el-
hanyagolhatóan rövid gyorsítási-fékezési
szakaszoktól eltekintve – inerciarendszer-
nek tekinthetõ, mégis kevesebb idõ eltel-
tével éli meg A és B között, mint hely-
benmaradó párja. Szokás ehhez a megfo-
galmazáshoz a 14. ábrát mellékelni. Az (ál)paradoxon feloldása: I való-
ban inerciarendszer – egyenes világvonallal, viszont II A-ban indulva
gyorsul, hogy hamarosan elég nagy sebességre tegyen szert, melyen (21)
elõnyeit majd élvezheti. De II S-nél meg kell hogy forduljon, (ismét gyor-
sulás, még ha elõször fékezésrõl van is szó), majd B-nél fékeznie kell,
hogy ikre mellé állhasson. Tehát nincs szó egyenjogúságról, mert II gyor-
sul, I pedig nem.

Összefoglalásként

A fentiekben soroltuk fel azokat a legfontosabb kinematikai, geometriai
és kronometriai (idõmérési) megállapításokat, amiket az inerciarend-
szerek egyenjogúságának kijelentését komolyan véve megállapíthattunk.
Fõleg azokat a körülményeket idéztük fel, amelyek az események terét, a
„világ”-ot illették. Minthogy – a háromdimenziós euklideszi térhez szo-
kott szemléletnek különös – bizarr megállapításokat tettünk, a kifejtés el-
sõsorban a megértetést tûzte ki célul, nem az összehasonlítást. Most ezt
pótoljuk.

A négydimenziós, speciális relativitáselmélet követelményeit ábrázo-
ló geometriai megfontolások Hermann Minkowskitól származnak. Azt a
négydimenziós teret, amiben a

I2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 – (dt)2 (30)

az xyzt változók tiszta négyzetes alakja, és ez az invariáns az x, y, z, t és x’,
y’, z’, t’ számnégyeseket a Lorentz-transzformáció segítségével összekap-
csoló változások során, Minkowski-világnak nevezzük. (Persze azt a kétdi-
menziósat is, amely az adott esetben érdektelen y és z koordinátáktól
való eltekintéssel adódik.)

A (30) a Minkowski-világ két szomszédos pontja közti ívelem hosszá-
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nak négyzete, s mint láttuk, ez pozitív, nulla és negatív egyaránt lehet,
még két nem egybeesõ eseményre is. A (30)-cal szemben a megszokott
euklideszi térben a D ívelem négyzete az x, y, z változók négyzetes alakja:

D2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2. (31)

A D2 invariáns az x, y, z számhármas (pontkoordináták) lineáris
transzformációja során csak pozitív lehet (két nemegybeesõ pontra). Ez-
zel a tulajdonsággal rendelkezõ világot (teret) euklideszinek hívjuk – leg-
alábbis lokálisan, de erre még visszatérünk. Euklideszi ívelemnégyzet po-
zitív, és csak pozitív. Nulla csak dx = 0, dy = 0, dz = 0 együttes fennállá-
sakor, tehát egybeesõ pontpárra lehet. Ezt úgy fejezzük ki, hogy (31) a
változóinak pozitív definit kvadratikus alakja. Ezzel szemben (30) pozitív,
negatív és nulla is lehet, nincs tehát kikötve az „alak” elõjele, ezt inde-
finit kvadratikus alaknak nevezzük.

A kvadratikus alak mind (30)-ban, mind (31)-ben a legszabályosabb,
ezért ún. kanonikus alakban látható, vagyis tiszta négyzetek fordultak elõ
a kifejezésben, vegyes szorzatok nem.

Ha az ívelemnégyzet (30) és (31) alakja mindenütt a „világon” válto-
zatlanul ugyanabban a kanonikus alakban érvényes, akkor (30) esetében
euklideszinek, a (31) esetében – hozzá nagyon hasonló, bár tõle különbö-
zõ – pszeudoeuklideszinek mondjuk, és mindkét esetben ez azt jelenti,
hogy a kanonikus esetnek megfelelõ koordináta-vonalak egyenesek. A „vi-
lág” ilyenkor nem görbült.

Mindazt, ami a 2 dimenziós euklideszi és a 2 dimenziós pszeudo-
euklideszi síkon (mint a „világ” egyszerûsített képviselõjén) eltérõ, a fen-
tebb idézett példák mutatták be. Végül is, a világ olyan, amilyen, a tudo-
mánynak ismérveket kell gyártania ahhoz, hogy megállapítsa, mihez ha-
sonlít a világ geometriailag, mihez nem. Egyetlen lényeges állításunk: a
speciális relativitáselmélet fizikájából az olvasható ki, hogy az eseménytér
pszeudoeuklideszi, méghozzá Minkowski-geometriával írható le.

Igazából a speciális relativitáselmélet „világát” ezért hívják Minkows-
ki-világnak. S hogy a „világ” ezt a jelzõt valóban megérdemli, az persze
azon múlik, hogy a geometriai megállapítások alapjául szolgáló, vagy ép-
pen a geometriából kikövetkeztetett fizikai jelenségek ténylegesen ta-
pasztalhatók-e. Állítjuk, hogy igen, de ennek ellenõrzése a jelen összefüg-
gésben az Olvasóra vár.2

2 Ezt a munkát megkönnyítendõ adjuk közre az alábbi ajánlott irodalmat, amely alapvetõ
szinten, mind a fizikai, mind a geometriai szempontokat bemutatja.
Az elmélyültebb tanulmányozás céljait szolgálhatja a szakszerû bemutatással: Edwin F.
Taylor – John Archibald Wheeler. Spacetime physics – Téridõfizika. Ford.: Abonyi Iván.
2. kiad. Bp., 2006. typotex. 362 p. (1. kiad.: Bp., 1974. Gondolat. 407 p.)
Az alábbiak már egyetemi szintûek:
L. D. Landau – E. M. Lifsic: Elméleti fizika II. Klasszikus erõterek. Ford.: Gálfi László,



Végül hadd szóljunk arról, hogy kirõl is nevezték el a Minkowski-
világot.

*

Hermann Minkowski (Alekszoti/Kaunasz, 1864.
június 22.–Göttingen, 1909. január 12.) kivá-
ló matematikus és geométer volt. A bonni
egyetemen lett magántanár (1887), majd pro-
fesszor (1893). Így került elõbb Königsberg-
be (1895), majd a Zürichi Szövetségi Mûsza-
ki Fõiskolára (1896), ahol Einsteint is taní-
totta. Késõbb Göttingenben tanított.

1896-ban jelent meg ’A geometriai szám-
elmélet’ c. mûve. Ebben fejtette ki sejtését a
tér kockákkal való kitöltésérõl, melyet azon-
ban sem õ, sem kortársai és utódai nem tud-
tak bizonyítani, mintegy negyven éven át,
míg ezt Hajós György meg nem oldotta csoportelméleti meggondolások
alapján.

A fizika terén nagy hatással volt a ’Raum und Zeit’ (A tér és az idõ)
c. monográfiája, melyben az egykori zürichi tanítvány, Einstein által be-
vezetett speciális elmélet számára kidolgozta az ún. téridõ-koncepciót, a
Lorentz-csoport alapjaira épülõ négydimenziós formalizmust, melynek
elemeit itt foglaljuk össze. Ezzel az alkotásával õ is a relativitáselmélet
egyik „alapító atyja” lett, hiszen ez a formalizmus mind a speciális elmé-
let egyik nagy hatású kutatási módszere, mind pedig az általános relativi-
táselmélet hatékony eszköze lett – természetesen a fogalmak szükséges
tágítása után.

Kunszt Zoltán, Niedermayer Ferenc. Szerk.: Marx György. Bp. 1976. Tankönyvkiadó.
510 p.; Nagy Károly: Elektrodinamika. A speciális relativitás elméletének rövid ismerte-
tésével. 7. kiad. Bp., 2002. Nemzeti Tankönyvkiadó. 338 p.; Novobátzky Károly: A relati-
vitás elmélete. 3. kiad. Bp., 1964. Tankönyvkiadó. 206 p.



AZ E = mc2: NEHÉZ FALAT A XX. SZÁZAD
FIZIKÁJÁBÓL3

BEVEZETÉS

Amikor a XX. század elején a fény szokatlan viselkedésére utaló kísérle-
tek (Fizeau, Michelson-Morley, Lebegyev stb.) összefüggõ magyarázatát
keresték, egyre világosabb lett, hogy az „új” anyagfajta, az elektromágne-
ses erõtér, a fény nem következetesen másolja a korábban már megis-
mert anyagfajták törvényszerûségeit. Egyre-másra felbukkantak ugyanis
olyan megállapítások, melyekhez szigorú logikai kétség ugyan nem fért,
de a klasszikus mechanikán nevelt szemléletünk számára teljesen felfog-
hatatlanok voltak.

Ilyenek:
1. az elektromágneses tér (erõtér) zavarainak (hullámainak) tova-

terjedéséhez nem kell olyan anyagi közeg, mint a rugalmas hullá-
mokéhoz a mechanikában.

2. Az elektromágneses erõtér rendelkezik energia, impulzus, impul-
zusnyomaték, tömeg, tehetetlenség tulajdonságokkal.

3. Az optika területén: a fény terjedési sebessége nem a Galilei-féle
sebességösszeadási törvényt követi (Fizeau, 1852).

Ismeretes, hogy a megértés felé vezetõ úton nemcsak azzal lehetett
elõrehaladni, hogy az új jelenségekre irányították a figyelmet, hanem a
döntõ lépéseket azáltal lehetett megtenni, hogy az új jelenségek fényében
újrakérdezték véglegesnek hitt fogalmaink igazi tartalmát. Így került sor
az inerciarendszerek egyenértékûségének, az egyidejûség abszolút vagy
relatív jellegének és még sok más kérdésnek az újbóli vizsgálatára. Azok
a kutatók tudtak a probléma megoldásában elõrelépni, akik nem a fény
elméletét akarták csak foltozgatni, hanem bátran, a fizika egységére tá-
maszkodva, tárták fel az újat (ami legnagyobb örömünkre – megfelelõ
feltételek mellett – tartalmazta régi ismereteinket is).

Az új helyzet leírására alkalmas nyelv nem született meg gyorsan.

3 A tanulmány elõzménye: Abonyi Iván: E=mc2, elõadás az Eötvös Loránd Fizikai Társu-
lat Tanári Ankétján, 1986-ban, Nagykõrösön, és E=mc2 (A Minkowski-világ), elõadás a
TIT József Attila Szabadegyetemen 1986-ban.



A Lorentz-transzformáció alkalmazásának kitapasztalása során a kutatók
szemét elsõsorban az egyes fizikai fogalmak relatív jellege kápráztatta el.
Nyilván, e lenyûgözõ élmény hatása, hogy a következetes fizikai elméletet
azóta is relativitás elméletének nevezik. Csak második „ránézésre” vették
észre, hogy az új elmélet ugyanolyan exhibicionista módon tárja elénk az
anyag abszolút tulajdonságait is, a viselkedését leíró törvények abszolút
formai jegyeit is (invariancia az inerciarendszerekre vonatkozóan). Igazá-
ból ennek van nagyobb jelentõsége, mert ez fejezi ki az általánosat, a kér-
déskörben az abszolút kijelentést, s így alkalom adódhatott volna egy sze-
rencsésebb elnevezésre is. V. J. Fok (Szentpétervár) egyenesen odáig
megy, hogy helyesebb lett volna az új elméletet az „abszolutivitás” elmé-
letének nevezni, hiszen épp az abszolút vonatkozások megtalálásának út-
ját írja le. Ez talán csökkentette volna az elnevezés félreértésébõl eredõ
igen gyakori és igen hiábavaló, a tárgy lényegét oly sokszor messze elke-
rülõ vitákat. Ma, a száz éves gyakorlat után már csak a hagyományos no-
menklatúrára építhetünk.

A SPECIÁLIS RELATIVITÁSELMÉLETRÕL

Az új elmélet, amit a történelmi tényeknek megfelelõen most már mi is
relativitáselméletnek nevezünk (és a továbbiakban csak a speciális relati-
vitáselmélet keretei között maradunk) egész sor meglepõ állításhoz veze-
tett. Nemcsak a végeredmények tûntek bizarrnak, mint pl.:

a) „a mozgó test hossza megrövidül”,
b) „a mozgó óra járása lelassul” az állónak tekintett testvérpéldá-

nyához képest, vagy
c) nem érvényes a Galilei-féle sebességösszeadás stb., sem azok a

premisszák, amelyek az egységes kép egyszerû felvázolását lehe-
tõvé tették. Ilyenek pl.:

a) a négydimenziós téridõ, egyáltalán a tér és az idõ mozgásállapot-
tól függõ szétválasztása,

b) az inerciális megfigyelõk felcserélhetõsége stb.
Ezért aztán az érdekeltek, hívõk és ellenzõk szerettek volna kísérleti

bizonyítékok alapján dönteni, ahogy ez a jó fizikus mûhelyekben már ko-
rábban is szokásos volt. És ekkor merült fel egy érdekes szempont. A kí-
sérleti lehetõségeket keresve a XX. század elején nem a Lorentz-transz-
formáció közvetlen elsõdleges következményei (a távolság és az idõ
transzformációs sajátosságai) kínálkoztak, hanem a másodlagosak, pl. a
sebességösszetevés (Fizeau); nem annyira a relativisztikus impulzus és
energia-impulzus négyesvektor hossza, hanem inkább az

E = mc2,



az energia tehetetlenségének felismerése és vizsgálata a fény nyomásával
(1905). Ez érthetõ is, a XX. század elején még nem voltak olyan gyorsí-
tók és olyan mérõeszközök, mint manapság. És még csak álmodni lehe-
tett a magfizika világáról.

Minthogy a XX. század elején kibontakozó elmélet olyan titkokról
rántotta le a leplet, amelyek értékelése a társadalom, a fizika és a techni-
ka terén nem volt annyira felkészülve, mint amennyire filozófiája számá-
ra kapóra jött a „jó” elnevezésû elmélet; az elsõ ötven év fõleg filozófiai
vitákkal tûnt ki. A relativitáselmélet igazi hozománya úgyszólván észre-
vétlen maradt, formanyelvének igazi szemléletességét nem ismerték fel, a
kvantummechanika megtermékenyítésében az indító szerep (a Planck-

féle E h� � és a Broglie-féle p
h

�
�

képletek egy tõrõl fakadása) és a

Dirac-egyenlethez vezetõ Lorentz-invariancia beépítése úgyszólván csak
véletlen epizód volt. Ezen epizód jellegére fizikus szóhasználatunk a
tanú. Hát nem „annihilációról” beszélünk, amikor egy elektron és egy
pozitron egymáson szétsugárzik? (Mellesleg: annihiláció = megsemmisü-
lés.) Tegyük szívünkre kezünket és valljuk be, hogy múlt századi õseink
beszédmódja kísért: a részecske, az igen, az anyag; két részecske ellenben
szétsugárzik, õseinknek az elektromágneses sugárzás nem nagyon illett
bele az anyagról alkotott képükbe, ezért gondtalanul belesétáltak egy no-
menklatúra-csapdába, s annihilációról, megsemmisülésrõl beszéltek, mert
a foton mibenléte hihetetlen volt.

A harmadik negyedszázad a relativitáselmélet helyzetében döntõ vál-
tozást hozott. Beért a relativitáselmélet és a magfizika összekapcsolódá-
sának gyümölcse: az atommag energiájának felszabadítása már nem „tu-
dományos”, hanem technikai-ipari vívmány, amely államok katonai po-
tenciálját befolyásoló tényezõ. Gyorsító berendezéseink mûszaki alkotá-
sai elképzelhetetlenek a relativisztikus dinamika alaptörvényeinek értõ
felhasználása nélkül – és ezek ma már akkora gazdasági vállalkozások,
hogy nemzetközi együttmûködés kell hozzájuk. A relativisztikus kvan-
tumelektrodinamika sikerei más kölcsönhatások elméletének kiépítésé-
ben nélkülözhetetlen kalauzként szerepelnek. A kvantummechanika rela-
tivitáselméleti kulcsra nyíló rejtelmei mindennapi életünk hasznos eszkö-
zeit segítették világra és ablakot tártak a csillagos ég rejtelmeinek megfi-
gyeléséhez és megértéséhez is.

Ha a relativitáselmélet mai helyzetét és szerepét hasonlítjuk össze a
XX. század elején tapasztalhatóval, lehetetlen nem látni a különbséget.
Akkor egy-két fantaszta utópisztikus, mindenesetre igen bizarr kijelenté-
sének inkább el-, mint megítélésérõl, inkább félre-, mint megértésérõl
volt szó az ádáz vitákban, míg ma a körülöttünk, – és bennünk – lévõ va-
lóság megértésérõl a relativitáselméletben. Legfeljebb ezt még nem ért-
jük igazán. S talán azért nem, mert tudatosan vagy öntudatlanul hurcol-



juk az elsõ fél évszázadra jellemzõ félreértéseket, félremagyarázatokat.
Meddõ igyekezet volna kitörölni a nyelvhasználat hagyományaiban már
rögzült ügyetlenségeket. De talán hasznos rávilágítani egyes félreértések-
re, következetlenségekre, azok eredetére, hogy majd amikor mondjuk,
akkor tudatosan tudjuk is, mit fejeznek ki szavaink.

ELÕJÁTÉK:
ANYAG ÉS TULAJDONSÁGAI – PÉLDAKÉPÜNK

A KLASSZIKUS FIZIKA

Messzire vezetõ – bár nem teljesen haszontalan – kalandozás volna meg-
vizsgálni a klasszikus fizika tárgyát képezõ anyag fogalmát. Maradjunk
annyiban, hogy a klasszikus fizika, mint természettudomány, az anyag
olyan törvényszerûségeit vizsgálja, amelyek mozgását, állapotát, ezek vál-
tozásait kormányozza. A leírás kvantitatív, a tapasztalatszerzés és ellen-
õrzés mérés útján történik, ezért az anyag jellemzésére reprodukálhatóan
meghatározott, mérhetõ tulajdonságokra van szükség.

Az anyag tulajdonságaival jellemezhetõ. Egy konkrét anyagnak, pl. az
én egy szem teniszlabdámnak sok tulajdonsága van. Más konkrét anyag-
nak is sok tulajdonsága van. Lehet, hogy két konkrét anyagnak egy-egy
tulajdonsága megegyezik. Vannak egyszerû tulajdonságok, ezek azok a
tulajdonságok, amelyek valamilyen történelmi helyzet folytán jól mérhe-
tõek. Pl. ilyen a hossz, mert lehetett találni a vizsgálatok során változatlan
hosszúságú mintadarabot stb. A kiemelt, egyszerû tulajdonságok relatív
önállóságát pontos elõírások biztosítják a környezeti körülményekre vo-
natkozóan. Gondoljunk a c.g.s-mértékrendszerre. Ezekkel az egyszerû
tulajdonságokkal bármelyik tulajdonság kifejezhetõ:

tulajdonság = számfaktor (cm)� (g)� (s)� …,

legfeljebb növelni kell az „egyszerû” tulajdonságok számát a „mérték-
rendszerben”. Lehetnek �, � és � tetszõleges számok? Bizonyára, mert
nem kell sok fejtörés törtkitevõk létjogosultságának elhitetéséhez (lásd
pl. elektromos töltés), a többi tulajdonság pedig legfeljebb „bizarr” lesz.

Mégis, mi választja ki a végtelen sok tulajdonság közül a számunkra
értelmes, jó tulajdonságot? Az, hogy az értelmes, jó tulajdonság szerepel-
tetésével valami okos kijelentés tehetõ. Ilyen okos kijelentés pl. egy meg-
maradási törvény, vagy mozgástörvény stb. Így tehát indokoltnak látszik
pl. az anyag impulzus, a tömeg, az energia, az elektromos töltés, a gyor-
sulás nevû tulajdonságairól beszélni, vagy olyan fogalmakat használni,
mint pl. az erõ (amit az anyag kifejt, vagy amit elszenved, miközben idõ-
egység alatt valamekkora impulzust veszít vagy szerez).

A klasszikus mechanika tanulmányozhatja az adott értékû tömeggel



jellemzett anyagok szabad esését (és kijelentést tehet arról, hogy befolyá-
solja-e a folyamatot pl. az „anyag” kémiai összetétele, vagy színe, egyéb-
ként megegyezõ tulajdonságok esetén). Ez a példa segíthet a klasszikus
fizika anyagfogalmának megvilágításában.

Egy tanulmányozott konkrét „anyag” tulajdonságai szükségképpen
összefüggnek egymással. A tulajdonságok között tehát reláció áll fenn.
Pl. az impulzus = tömeg × sebesség, vagy az elektron fajlagos töltése:

e
m

coulomb
kge

� �1 758 804 7 1011, (SI),

míg a protoné:
e

m
coulomb

kgp

� �9 578 756 10 7, (SI).

Ezek az összefüggések tehát változhatnak egy-egy konkrét anyagfajta
esetében, de lehetnek olyanok is, hogy az összefüggés minden anyagfajtára
– annak más tulajdonságaitól függetlenül – változatlan alakú és tartalmú.

Nyilvánvaló, hogy különösen érdekesnek fogjuk találni azokat a tulaj-
donságokat, amelyek közti összefüggés független lesz attól a konkrét anyag-
tól, amire vonatkozóan tapasztaljuk. Ezeket érdemes abszolút összefüggés-
ként megkülönböztetni.

Látjuk teát, hogy az anyagot a tulajdonságaival jellemezzük. Igazából
senki sem akarná az anyagot a tulajdonságaival összetéveszteni!

Vegyünk egy példát! A klasszikus fizika tanulságos klasszikus problé-
mája a testek szabad esésében tapasztalt furcsaságok megértése. Ismere-
tes, hogy a szabadon esõ test mozgásegyenlete a Newton-axióma alapján
így írható:

(a test tehetetlen tömege) × (a test gyorsulása) =
= (a testre ható nehézségi erõ),

mely utóbbi pedig:

(a testre ható nehézségi erõ) = (a test súlyos tömege) ×
× (a nehézségi gyorsulás),

hiszen az adott helyen a Föld által a testre gyakorolt általános tömegvon-
zás az az erõ, amely a testet gyorsítani fogja, leküzdve tehetetlenségét. Je-
lölje a test tehetetlen tömegét mt, a súlyos tömegét mg, a mozgástörvény:

a
m

m
g

g

t

�
�

�
��

�

�
�� ,

ami az

s
m

m
gt

g

t

�
�

�
��

�

�
��

1
2

2



útképlethez vezet, kezdõsebesség nélküli ejtés esetére. Már Galilei meg-
állapította adott s magasságból végzett ejtésekhez tartozó esési idõk
összehasonlításával, hogy s és t kapcsolata független az mg / mt hányados-
tól, vagyis: a testek tehetetlenségét mérõ tehetetlen tömeg és a testek
gravitációs kölcsönhatásban szerepet játszó ún. gravitációs tömeg hánya-
dosa minden testre ugyanaz a számérték, univerzális állandó.

Hasonló elemzés elvégezhetõ pl. a fonálinga és a fizikai inga lengése-
it illetõen is, amikor ugyancsak a gravitációból ered a mozgatóerõ – ez
tartalmazza az mg mennyiséget – és ez a tehetetlenséget kell, hogy legyõz-
ze (itt szerepel mt). Eredményül kiadódik, hogy ha fonálinga lengésideje
a tapasztalat szerint független a rá akasztott tömeg (kémiai) mibenlététõl
– mert egyáltalán független a tömeg nagyságától – akkor ez az mg és mt

univerzális arányosságát, (és megfelelõ mértékrendszerben) univerzális
egyenlõségét is bizonyítja. Raffináltabb ingakonstrukciók esetében lénye-
gében ugyanez az eredmény adódik, a komplikáltabb elrendezés a mérési
érzékenység, pontosság növelését szolgálja.

Egy megjegyzés még errõl a gravitációs tömegrõl! Egymástól r távolság-
ban lévõ pontszerû m1 és m2 tömeg gravitációs kölcsönhatásából szárma-
zó Fg vonzóerõ, mint tudjuk,

F
m m

rg ���
1 2

2

nagyságú, ahol � = 6,672�10–11 Nm2 kg–2 (SI) a gravitációs állandó. Ugyan-
akkor e1 és e2 elektromos töltés között az Fe elektrosztatikus erõhatás (bi-
zonyos célszerûség kedvéért most c.g.s.-ben!):

F
e e
re �
1 2

2 .

Az e elektromos töltés méri, hogy a töltött anyag hogyan, mennyire
csatolódik, lesz forrása vagy esik áldozatul az elektromos erõtérnek.
Ugyanerre a szövegre idomíthatjuk a gravitációs erõtörvényt is; az f 2 ��
jelöléssel:

� �� �F fm fm
rg �� 1 2 2

1
.

ekkor f�m amolyan gravitációs töltésféle lesz, mely méri, hogyan, meny-
nyire lesz az m tömegû anyag forrása, ill. esik áldozatul a gravitációs erõ-
térnek.

Ezzel szemben a tehetetlen tömeg pedig azt méri, milyen ellenállást
tanúsít az anyag a gyorsítással szemben.

A két tömeg univerzális értékû hányadosa alkalmas mértékrendszer
bevezetéssel:



mg = (univerzális állandó)�mt

alakból

mg = mt

alakra is hozható, ebben az alakban búvik meg a tömeg mérésére alkal-
mazott eljárások keveredése. De ez az összefüggés, amelyet Galilei után
Cavendish, Bessel, Hagen, Eötvös Loránd (Pekár Dezsõ és Fekete Jenõ),
majd Renner János, újabban R. H. Dicke és az Apolló holdmisszió is el-
lenõrzött, egyik legszilárdabban beigazolt törvényszerûségnek bizonyult.
nevezzük ezt a továbbiakban Eötvös-egyenletnek. Az Eötvös-egyenlet azt
állítja, hogy

a) az anyag tehetetlen tömege és súlyos tömege univerzálisan ará-
nyos egymással (más anyagi tulajdonságoktól nem függ ez az ará-
nyosság),

b) aminek van tehetetlensége, az gravitál is, és megfordítva.
És senkinek sem jut eszébe, hogy az mg = mt egyenlet azt jelentené,

hogy mg átalakul mt-vé!

AZ EÖTVÖS-EGYENLET ALKALMAZÁSA EGY ÚJ
ANYAGFAJTÁRA – ÚTBAN AZ E = mc2 FELÉ

A klasszikus fizika másik nagy fejezte, ami a mechanika (pontosabban az
általános dinamika, a mozgástörvények felállítása és az elsõnek megis-
mert kölcsönhatás, a gravitáció tanulmányozása) után nyílt meg, az elekt-
romos és mágneses jelenségekkel foglalkozott.

Nincs elegendõ hely annak részletes elemzésére itt, hogy hogyan ve-
zetett az út az elektrosztatikai és magnetosztatikai jelenségektõl az elekt-
rodinamikai szintézisig, az elektromágneses kölcsönhatás Maxwell-egyen-
letekben rögzített törvényéig. De arra emlékeztetni kívánunk, hogy még
Maxwell sem hitte, hogy egy új, a mechanikával megmagyarázhatatlan,
arra vissza nem vezethetõ jelenségtípusról van szó egyenleteiben. Ha tet-
szik, egy új anyagfajtáról – vagy a régi anyagfajták új tulajdonságairól és
egy új anyagfajtáról: az elektromágneses térrõl.

A XIX. század tanúja volt annak a folyamatnak, amelynek során az
elektromágneses erõtér fizikai realitásáról összefüggõ kép alakult ki. Fel-
ismerték az elektromos töltés szubsztanciális jellegét (megmaradási tör-
vényét), tisztázódott az elektromos tulajdonság fluidumjellegébõl, ami
fenntartható maradt. Az elektromos töltések okozta erõhatások Faraday
nyomán az erõtér-fogalommal legalábbis a hagyományos távolbahatásos
mechanikai képpel egyenrangú, nagyfrekvenciás esetben pedig kizáróla-
gos fölényben lévõ megfogalmazást találtak. Az erõtérnek hamarosan



meg lettek a hagyományos anyagi (mechanikai) tulajdonságai, a tömeggel
rendelkezõ elektromos töltésekre ponderomotoros erõ hatott, az erõtér-
nek lett energiája, még impulzusa is. Az elektromágnesség szintézise so-
rán, amikor váratlanul még a fény jelenségkörére is természetes magyará-
zatot adtak a Maxwell-egyenletek, lehetett a fény energiájáról, a Lebe-
gyev-kísérletben a fény impulzusáról beszélni, csak valahogy a tömeg fo-
galma nem akart elõjönni.

A fény (az elektromágneses hullám) impulzusának beigazolt realitása
után kívánatossá vált a tömeg bevezetése is. Az elektrodinamikában fel-
merült

E = mc2

összefüggés erre a jogalapot meg is teremtette. Most vegyük ezt az E =
mc2 összefüggést egyelõre adottnak. Késõbb még visszatérünk származta-
tására.

Ha most az Eötvös-egyenlettel megtoldjuk ezt az összefüggést így:

m m
E
cg t� � 2 ,

hiszen az E = mc2 az impulzus közvetítésével származtatható, tehát ben-
ne a tehetetlen tömeg szerepel, akkor most ilyen állításokat kockázatha-
tunk meg:

a) Minthogy aminek van tehetetlensége (mt � 0), az gravitál is
( )mg � 0 , akkor a fény (elektromágneses erõtér), aminek van
energiája (E� 0), az szintén gravitál!

b) A fény (elektromágneses erõtér) tömegérõl eddig (a XIX. század
elektrodinamikájában és még korábban) azért nem beszéltek,
mert csak kis térenergiákat lehetett elõállítani, ill. észlelni, azok
tömegegyenértéke pedig igen kicsi, hiszen
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miatt az így származtatott fotontömeg általában igen kicsiny!
Az állítások közül a merészebb a) szerint a foton, aminek h� energiá-

járól van tudomásunk (a fényelektromos hatásból, h a Planck-állandó) gra-

vitációs hatásnak kell, hogy áldozatul essék m
h
cg �
�
2 gravitáló tömeggel.

Ezt kísérletileg úgy lehet kimutatni, hogy – a foton „gravitációs csatolásá-
nak” kicsisége miatt – 1. lehetõleg nagyon erõs gravitációs teret választunk,
2. lehetõleg hosszú úton „engedjük” érvényesülni a gravitációs hatást.

Mindez „megvalósul” abban a jelenségben, amit a fénysugár elgörbü-
lésének neveznek. Mérjük meg ugyanis az Állatöv két csillagából a Föld-
re érkezõ fények beesési iránya közti szöget. Egyszer akkor, amikor a két



csillag között nincs ott a Nap, s megint egyszer akkor, amikor ott van,
csak a napkorongot eltakarja a Hold (teljes napfogyatkozás). A két kísér-
let eredménye, hogy a második esetben a szög nagyobb, mint az elsõben.
Ez annak a jele, hogy a fénysugár a Nap mellett elhaladtában esik a Nap
gravitációs terében és ezért korábbi egyenes vonalától a terjedés során a
Nap felé görbül a sugár.

Ez a kísérlet az általános relativitáselmélet egyik megjósolt fõ bizonyí-
téka, amit már 1919-ben tûrhetõ pontossággal kvalitatív módon igazoltak
is. Az elmélet várakozásának megfelelõ pontosságot ugyan csak az 50-es
években érték el, a napkorona zavaró hatásainak figyelembevételével.

Meg kell említeni, hogy az általános relativitáselmélet e feladata két
tényezõn múlik:

1. a fotonnak energiája miatt van gravitáló tömege,
2. a Nap közelében a korábban newtoni módon számítotthoz képest

jelentõsen módosul a gravitációs erõtér.
Az 1.-nek megfelelõ, de a 2. helyett newtoni tömegvonzás alapján

történt számítás az effektusnak kb. a felérõl ad számot.
Végeredményben leszögezhetjük, hogy az E = mc2 és mg = mt össze-

függések, amelyek egy konkrét anyag két-két tulajdonsága között monda-
nak ki összefüggést, tranzitívak, tehát a három tulajdonság kölcsönös
összefüggését állítják, a tapasztalattal összhangban.

Amikor az elektrodinamikai sejtés a speciális relativitáselmélet kiépí-
tése során Einstein kezében általános érvényû megállapítás rangjára
emelkedett, az

E = mc2

Einstein-összefüggés tartalmáról kiderült, hogy az energia tehetetlensége
sokkal nagyobb horderejû törvényszerûség. Eszerint aminek van energiá-
ja, annak van tehetetlen (tehát az Eötvös-összefüggés szerint van gravitá-
ló) tömege is. Más kérdés, hogy a lehetséges energiafajtákból melyik
konkrét anyagi megjelenési formának mennyi jut. Jut-e nyugalmi energia
egyáltalán? A fotonnak nincs nyugalmi energiája – ezért nem lesz nyugal-
mi tömege sem, de ki is tudna egy fotont „nyugalomra transzformálni”,
megállítani?

Akár tartjuk magunkat klasszikus neveltetésünkhöz és a c.g.s.-rend-
szert használjuk, ahol c cms� � �3 1010 1 , akár kényelmi szempontokra hi-
vatkozva c = 1 választással a 1 s-hoz hosszúságegységnek az 1 fénysze-
kundumot rendeljük és

E = m

alakban írjuk az Einstein-összefüggést, ez sohasem fogja azt jelenteni, hogy
1. az energia ugyanaz, mint a tömeg,
2. az energia átalakul tömeggé, vagy fordítva.



Emlékezzünk ugyanis arra, hogy az mt , az mg , és az E: anyagi tulaj-
donságok. Olyan tulajdonságok, amelyek az anyagmennyiség nevû tulaj-
donságokkal is mind kapcsolatban állnak. Az anyagfajták egymásbaala-
kulását a megfelelõ tulajdonságok egymásbaalakulása kíséri. Az A anyag-
fajta B-vé alakul, akkor az A fajta mt, mg, E … stb., tulajdonsága megha-
tározott árfolyamon rendre a B anyagfajta mt, mg, E … stb., tulajdonsága-
ivá alakul át.

E = mc2 MINT ÁLTALÁNOS ÉS MINT
KÜLÖNÖS TÖRVÉNY

A speciális relativitáselmélet dinamikájában jelenik meg – elõször egy tö-
megpontra vonatkozóan – az E = mc2 törvény. A részletes származtatás-
tól itt most eltekintünk, a részletek számos tankönyvben megtalálhatók.

A klasszikus írásmódban a pontdinamikában megfelelõ Einstein-
egyenlet a tömeg sebességfüggésének – egyébként kísérletileg bizonyított
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képletére és az Eo = moc2 nyugalmi energia létére, (a relativisztikus im-
pulzus)
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képletére alapul. Ezekbõl kiszámítható, hogy
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Látható, hogy moc2 tényleg a nyugalmi energia, vagyis az az E = Eo,
amelynél nincs mozgás, p = 0, (v = 0).

Jó, mondhatnánk, látszik, hogy a nyugalmi energiához tartozik (nyu-
galmi) tömeg Eo = moc2. És mi van ha a pont mozog, van impulzusa is.
Akkor hogy lesz az E energia és az m tömeg kapcsolata? Ha
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Az E = mc2 általános annyiban, hogy 1. egy tömegpont minden se-
bességállapotára igaz, továbbá, 2. minden tömegpontra igaz.

Vonjuk le további következtetéseinket is! A mozgási energiának is
van tömegekvivalense – és minden más energiának is! És megfordítva –
minden „tömegfajtát” is kísér egy neki megfelelõ, vele határozott árfolya-
mon egyenértékû energiafajta.

Ugye, az E = mc2 láttán most már senki sem fog arra gondolni, hogy
az energia átalakul tömeggé, vagy megfordítva! Hanem: amikor az anyag
megváltoztatja állapotát, megváltoznak tulajdonságai (E, m stb.) is, s
merthogy még mindig ugyanarról a konkrét anyagról van szó, a korábban
adott módon összefüggõ tulajdonságai (E = mc2) most is az adott módon
összefüggõ új (E’, m’, E’ = m’c2) tulajdonságokra változtak!

Említettük, hogy a mozgási energiának is van tömegekvivalense. Va-
gyis miközben gyorsítjuk a tömegpontot, a megnövekedett mozgási ener-
giája miatt megnõ a tömege is. Bár jól ismert körülmény, azért vessünk
rá egy pillantást. Az
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tömegû testre vonatkozóan, ha v/c << 1, az alábbi sorfejtés – közelítõ
számítás – alkalmazható:
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s látható, hogy a sebességtõl függõ tömeg éppen a testbe a gyorsításkor
belegyömöszölt mozgási energia – gyorsítási munka – tömegegyenértéke
miatt ál elõ!

Sietve megjegyezzük, hogy az E = mc2 törvény azokra az esetekre is
átírható – tartalmának megsérülése nélkül – amelyekben a szóban forgó
anyagdarabka (test, részecske stb.) helyett kiterjedt térrészben eloszló
anyagfelhõrõl van szó.

AZ E = mc2 ÖSSZEFÜGGÉS ELEMI
SZÁRMAZTATÁSÁRÓL

Einstein ezt az összefüggést, mint említettük, a Maxwell-egyenletekkel
összefoglalt elektromosságtan elektromágneses hullámokkal foglalkozó
fejezetének eszközeivel ismerte fel. Érdemes – akár ismételten – hangsú-
lyozni, hogy a speciális relativitáselmélet a Maxwell-féle elektrodinamika
(és így: az elektromágneses fényelmélet) édes gyermeke. Az elektrodina-
mika az elsõ következetesen kidolgozott és következményiben tapasztala-
tilag is meghódított erõtér-fizika, tulajdonképpen nem is csoda, hogy kö-
vetkeztetései nincsenek feltétlen összhangban a mechanikával, ami a
többféle alapvetõ kölcsönhatás közül a gravitációs erõtér fizikáját kezdte
elemezni, fõ célja mégis a mozgás problémájával való küzdelem volt.

Bánvölgyi László szobrászmûvész
alkotása ez a biciklizõ Einstein, amely

mûalkotás a Magyar Tudományos
Akadémia szegedi székházának udvarán

látható 2008 októbere óta.
Természetesen a mûvész látomása nem

irreális, Einstein valóban használta a
kerékpárt. Egyébként az einsteini

gondolatmenetek meglepõ tulajdonsága,
hogy mindig a való életbõl indulnak ki.



Amikor az 1905. évi E = mc2-es dolgozatában e reláció felismerésé-
rõl hírt adott, megkísérelte a fontos reláció levezetését más módszerekkel
is, amelyek nem mozgósítják a relativitáselmélet fogalmi és matematikai
fegyvertárát. Tanulságos megismételni ezt az elemi gondolatmenetet is,
hogy rávilágítsunk, hol van elrejtve az ugrópont.

Az ún. egyszerû levezetés a következõ gondolatkísérleten alapul.
Képzeljünk el egy M tömegû, L hosszúságú tartályt a légüres térben.
A tartály belsejében, a két végén legyen egy A ill. egy B test, melyek tö-
mege elhanyagolható M-hez képest. Az A-ból induljon el B felé �E ener-
gia (fény-, vagy rádióhullám, de elvben akármi más is hordozhatja ezt az
energiát). Az A-nál az energia kibocsátása, B-nél az elnyelése egyenlõ

idõt vegyen igénybe, mely kicsi a T
L
C

� idõhöz, az energia átvándorlásá-

hoz (fény-, rádióhullám esetében) szükséges idõtartamhoz képest. B tel-
jesen elnyeli ezt az energiát.

Amikor a �E energia elhagyja A-t, az A G
c

E�
1
� impulzust kap a

belõle kilépõ sugárzástól (fénynyomás). Ennek eredménye, hogy az egész
tartály a B&A irányban elmozdul, sebessége az impulzustétel alapján
q = G/M lesz. Minthogy a �E a B-ig T idõ alatt ér el, a tartály tömegkö-
zéppontja a B&A irányban

gT
L E
Mc

�
�

2

elmozdulást végez.
A B-hez érõ �E energiacsomag ekkor kezdi nyomni a B felületét. Le-

gyen B tömege a �E elnyelése után m1. Akkor a tartály tömegközéppont-
ja az elnyelés során a fentiekhez hasonló módon A&B irányban Lm1 / M
elmozdulást végez.

Ezután B sugározza vissza A-nak a �E energiát. Ha m2 a B tömege a
�E kibocsátása után, akkor a kibocsátás végére a tartály tömegközép-
pontja B&A irányban Lm2 / M nagyságú elmozdulást végez.

Ekkor azonban a tartályban a tömegeloszlás ugyanaz, mint a kísérlet
elõtt volt. A tömegközéppont elmozdulására nyert három járulék összege:
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a B&A irányban. Ennek azonban nullának kell lennie, ameddig hiszünk
abban, hogy a halász a csónakban ülve vödrét a hajó orrából a végére te-
szi, majd meggondolva magát, mégis visszateszi a csónak orrába – ezzel
mit sem változtat a csónak helyzetén. Vagyis: ameddig belsõ erõk nem
változtathatják meg egy rendszer mozgásállapotát, addig



� �E c m� 2 ,

ahol az m1 – m2 = �m jelölést alkalmaztuk.
Figyeljünk fel azonban konklúzióként két körülményre!
1. �m az a tömegváltozás, amivel a �E energia elnyelése elkerülhe-

tetlenül jár.
2. Ennek az ún. egyszerû levezetésnek az ugrópontja – tessék ellen-

õrizni! – az volt, hogy természetesnek vettük: a fény-, ill. rádióhul-
lámoknak van sugárnyomásuk. Magyarul: az a sajátos anyag, amit
fénynek, elektromágneses erõtérnek nevezünk, impulzust hordoz,
tükrön való visszaverõdése során az impulzus elõjelváltozása miatt
a tükörre erõ hat! Tehát ha hittek Lebegyevnek, aki ezt tapasztala-
tilag kimutatta, vagy hittek Maxwellnek és Hertznek, aki az elekt-
romágneses hullámok impulzusát felismerte, akkor higgyék el
most Einsteinnek is – de az 1. szerinti fogalmazásban!



AZ ANYAG ÁTALAKULÁSA ÉS
A MEGMARADÁSI TÉTELEK4

„Ha valamely test, pl. sugárzás formájában E energiát ad le,
akkor tömege E/c2-tel csökken.”

A. Einstein (1905)

Kimondható, hogy – mondjuk – Eötvös törvénye szerint az anyagok tehe-
tetlen tömeg néven ismert tulajdonsága és gravitáló tömeg néven ismert
tulajdonsága között kapcsolat van, egyenlet áll fenn:

(gravitáló tömeg) = (tehetetlen tömeg),

ez az Eötvös-egyenlet. Nem azt mondjuk, hogy az anyagok átalakulása
során a gravitáló tömeg eltûnik, és átalakul tehetetlen tömeggé, hanem
azt, hogy aminek van tehetetlen tömege, annak van gravitáló tömege is; ami
tehetetlen, az gravitál is!

Az anyagi rendszerek energia nevû jellemzõjérõl is kiderült, hogy
kapcsolatban van a tömeggel. Eleinte természetesen úgy, hogy a tehetet-
len tömegû testek mozgási energiájában a tehetetlen tömeg szerepelt, s
mondjuk a gravitációs kölcsönhatás esetén a helyzeti energiában a gravi-
táló tömeg. S minthogy Galilei óta éreztük a két tömeg egyenlõségét, a
megállapítás hosszú szövege rövidre kopott. A XIX. és XX. század fordu-
lójára a kifinomult méréstechnika (pl. Lebegyev torziós szálon függõ tük-
rös kísérlete a fény tehetetlenségének bizonyítására) megmutatta, hogy

4 Elõzménye: Abonyi Iván: E=mc2 (A Minkowski-világ), elõadás a TIT József Attila Sza-
badegyetemen 1986-ban.
Felhasznált irodalom:
Albert Einstein: Ist die Trägheit eines Körpers von sienem Energieinhalt abhängig? =
Annalen der Physik und Chemie 18 (1905) p. 639.; magyarul: Függ-e a test tehetetlensé-
ge az energiatartalmától? Ford.: Szabó János. = Magyar Fizikai Folyóirat 4 (1956) No.
2. pp. 209–211.
E. Whittaker: A history of theories of aether and electricity. New York, 1951. Th. Nel-
son and Sons,
Novobátzky Károly: A relativitás elmélete. Bp., 1951. Tankönyvkiadó. 176 p.
Nagy Károly: Elektrodinamika. A speciális relativitás elméletének rövid ismertetésével.
Bp., 1977. Tankönyvkiadó. 338, 2 p. (7. kiadás 2002)
E. F. Taylor – J. A. Wheeler: Téridõ-fizika. Ford.: Abonyi Iván. Bp., 1974. Gondolat.
407 p. (2. kiadás 2006, Typotex)
Max von Laue: Inertia and Energy. In: Albert Einstein: Philosopher-Scientist. Edited by
P. A. Schilpp. New York, 1957. Tudor. p. 501.



nemcsak a „darabos”, atomos anyagnak, hanem a fénynek is van tehetet-
lensége, tömege. Einstein mutatott rá arra, hogy a tehetetlen tömeggel
rendelkezõ testeknek (rendszereknek) a tömege és energiája között van
kapcsolat: E = mc2. De arra is rámutatott, hogy az E energia, a p impul-
zus és az mo (nyugalmi) tömeg között is van kapcsolat:

E2 = (mo c2)2 + p2c2,

vagyis még a rendszerrel együttmozgó (hozzá képest nyugvó, p = 0)
anyagnak is van (nyugalmi) energiája. Ehhez a nyugalmi energiához tar-
tozó tömeget nyugalmi tömegnek neveztük. Ez az összefüggés azt a rend-
kívül fontos tényt fejezi ki, hogy az energia és az impulzus egy négyes-
vektor idõszerû és térszerû összetevõi, tehát értékük vonatkoztatási rend-
szertõl függõ, míg a tömeg ennek a négyesvektornak az abszolút értéke,
tehát vonatkoztatási rendszertõl független. Különös bár, de tény, hogy a
nyugalmi tömeg nevû anyagi tulajdonság nem univerzális. Vannak olyan
fizikai rendszerek, amelyeknek nincsen nyugalmi tömegük (az elektro-
mágneses tér fotonjai, és a neutrinókat is ilyeneknek tartották egy ideig).

Ezeknél nem lehet szó együttmozgó megfigyelõrõl, nyugalmi állapot-
ról. S minthogy a fotonok és a neutrinók a fizikai megismerés kései szü-
löttei, nem alakult ki külön elnevezés az elektromágneses tér, s a neutri-
nó-tér tömegére, még csak bevett jelölés sincs, mert az energiájuk esik az
energia hagyományos mérési tartományába, a „tömeg” kicsisége miatt
úgyszólván csak elvi szerepet játszik.

Igen jól mutatja a probléma jellegét, hogy éppen a neutrinó esetében
milyen gyakorlati nehézségekkel jár a neutrinó nyugalmi tömegének

meghatározása. A kb. 10 50 2'
eV
c

(energiaegységekben számolva), ami a

neutrinó nyugalmi tömegére valószínûnek látszik, épp ezen csaknem el-
képesztõ kicsisége miatt maradhatott elsõ közelítésben rejtve szemeink
elõtt kb. 50 évig, és ugyanezen kicsiség teszi nehézkessé a pontos mérés
elvégzését.

De térjünk vissza a fotonra! Így beszélünk a foton hv energiájáról, hv/c

impulzusáról,
hv
c

tömegérõl. Itt h a Planck-állandó. De Einstein egyenlete:

(energia) = (tehetetlen tömeg)�c2,

egybevetve Eötvös egyenletével

(tehetetlen tömeg) = (gravitáció tömeg),

lehetõvé teszi azt, hogy megjósoljuk a fénysugárban száguldó fotonok
mint anyag gravitációs kölcsönhatását!

És valóban, megfigyelhetõ a távoli csillagokból érkezõ fénysugár el-
görbülése a Nap közelében (ez az általános relativitáselmélet által megjó-



solt egyik kísérleti bizonyíték, amit már 1919-ben Eddington és munka-
társai kimutattak).

S ahogy az Eötvös-egyenletnél vigyázni kellett, úgy itt is. Einstein
egyenlete csak a tulajdonságok kémiai összetételétõl független kapcsola-
tát, univerzális összefüggését fejezi ki, nem pedig azt, hogy „a természet-
ben az anyag hol tömeg, hol energia formájában van jelen”.

Az anyagról a természettudományok filozófiai tömörségû megállapí-
tást tettek: az anyag, miközben ilyen vagy olyan megjelenési formái kö-
zött átalakul, teremthetetlen és elpusztíthatatlan, tehát megmarad. Ami-
lyen elvont és gazdag az anyag fogalma, ugyanolyan elvont és gazdag az
anyagmegmaradás tétele is. Mint láttuk, az elvontabb anyag jellemzésére
konkrét fizikai mennyiségeket mint anyagi tulajdonságok jól definiált mé-
rõszámait vetette tanulmányozás alá a fizika. S ahogyan a kimeríthetetlen
anyagnak szegényes – bár praktikus, mert a tudományos cél, konkrétsá-
gának megfelelõen korlátozott – jellemzése egy vagy több fizikai mennyi-
séggel, tulajdonsággal történik, ugyanúgy az általános anyagmegmaradási
törvény helyére tolakszanak az anyag konkrét fizikai tulajdonságaira vo-
natkozóan felismert megmaradási törvények: a tömeg megmaradása, az
energia megmaradása, az impulzus megmaradása, az impulzusnyomaték
megmaradása, az elektromos töltés megmaradása, a barion-szám (nehéz-
részecske-szám) megmaradása stb.

Miközben az anyag egyik megjelenési formájából átalakul a másikba,
aközben az egyik megjelenési formában jellemzõ megfelelõ tulajdonságai
átalakulnak az új forma tulajdonságaiba. Az átalakulás alaptörvénye az
anyagmegmaradás, ami kifejezhetõ a konkrét keretek közt fontos tulaj-
donságok megmaradási törvényeivel. Szó sem lehet arról, hogy anyag ala-
kulna át tömeggé, vagy energiává – mert ritkán (sohase!) szokott valami
a saját tulajdonságává alakulni! De arról sem lehet szó, hogy energia ala-
kuljon át tömeggé – mert egyik tulajdonság nem szokott a másik tulaj-
donsággá átalakulni. Gondos különbségtételt kíván, hogy az egyik tulaj-
donság csökkenését és az azt esetleg kísérõ másik tulajdonság erõsödését
megfelelõen könyveljük el!

Lássunk egy példát az anyagátalakulásnak energia- és tömegmérlegére.
Tekintsünk egy protont, amely a hidrogénatom magjának a szerepét is be
tudja tölteni. Régen azt az eseményt, hogy a proton megköt egy elekt-
ront, s közben fény (foton) sugárzódik ki, kizárólag energia- és impulzus-
mérleggel le lehetett írni, mert az elektron a protonnal összekapcsolódva
– alapállapotba kerülve – 13,4 eV energiájú fotont bocsát ki, a foton
energiája elhanyagolhatóan kicsi már az elektronnak a nyugalmi energiá-
ja (0,512 MeV) mellett is, nemhogy még a proton nyugalmi energiájához
képest (938,26 MeV). Az elektron-proton rendszer tömegében ez az
energia észrevétlen maradt, a kémiai spektroszkópiai kísérletek legendás
hírû pontossága sem tudta a Coulomb-kötésnél fellépõ tömegdefektust



(az eltávozó foton által képviselt, ellopott tömeget) kimutatni. – Ha az
elõbbi proton most egy neutronnal találkozik, és ketten a magerõk segít-
ségével a deuteront (a deutérium atommagját) alakítják ki, akkor 2,22
MeV energiájú foton távozik el. A tömegspektroszkópiai mérések szerint
a deuteron tömege 2,0141 ate (atomi egység); míg a protoné 1,0078 ate, a
neutroné 1,0086 ate, a kettõ összege 2,0164 ate, tehát 0,0023 ate-vel ki-
sebb, mint a deuteroné, vagyis nem elhanyagolható a tömegdefektus. Itt
1 ate (atomi egység) = 1,6604�10–27 kg = 931,48 MeV/c2. Azonban az el-
távozó foton által elvitt tömeg éppen 0,0023 ate = 2,22 MeV. Tanulság:
az anyagnak proton és neutron megjelenési formájából deuteron és foton
megjelenési formájába való átalakulása során az energia is, a tömeg is
megmarad, miközben a proton és a neutron tömege és külön az energiája
átalakul a deuteron és a foton tömegévé (és külön az energiájává); tehát
a tömeg (és külön az energia) az átalakulás során megmarad. Szó sincs
tehát a tulajdonságok összekeveredésérõl, míg kevésbé az eltûnésérõl.

Másik tanulságos példánk az elektron-pozitron szétsugárzás. Ennek
során a nyugalmi tömeggel rendelkezõ elektron (mo = 5,4859�10–4 ate)
és e+ pozitron (mo = 5,4859�10–4 ate) átalakul nyugalmi tömeggel nem
rendelkezõ � fotonokká (a fotonok összenergiája, legalább 1,22 MeV):

e e� �� & 2�.
Próbáljuk meg a tömegmegmaradás törvényével a folyamat részleteit

leírni. Elsõ nekifutásra ezt írnánk:
� � � � � �e e� �� &tömege tömege tömege2�

De a foton tömegére nincs név vagy jel, értékét a foton energiájából

számítható tömegekvivalenssel fejezzük ki:
1

2c
h�. Az energiamegmaradás

nyelvén pedig könnyû ezt felírni:
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Az energiamérleg tehát tökéletes. Nézzük meg, hogy a tömeg eseté-
ben nem követtünk-e el valami naivságot? Második nekifutásra már job-
ban megy:

� � � �e e� ��nyugalmi tömege mozgási energiájához tartozó tömeg
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2�� �lektromágneses teréhez tartozó tömeg



Látható, hogy az energiamérleget volt könnyebb felírni, mert a ha-
gyományos fogalmak mellé csak a nyugalmi energia tolakodott be. A tö-
megmegmaradás felírása már sokkal több gondot okozott, nem lévén ki-
alakult fogalmaink a mozgó test tömegére, a kölcsönhatás tömegmódosí-
tó hatására, az elektromágneses tér tömegére. Ezeket az E = mc2 egyen-
értékûség alapján pótoljuk a használatosabb, hozzáférhetõbb mennyiség-
gel. De ez mégsem változtat azon, hogy külön fennáll a tömegmegmara-
dás tétele, és külön fennáll az energiamegmaradás tétele. Persze külön
fennáll az impulzusmegmaradás tétele is. Nincs szó igazán „annihiláció-
ról” – ahogyan ezt a reakciótípust a kortárs irodalom elnevezte, mert az
anyag nem pusztult el, nem foszlott semmivé, csupán egyik formája egy
másik megjelenési formába alakult át.

A magfizika valóban új területet nyitott, ahol a relativisztikus jelensé-
gek számára a nagy energia- és tömegkoncentrációk, az erõs kölcsönhatás
miatt valóban lényegessé váltak a relativisztikus dinamika finomságai. Nem
úgy, mint a hétköznapi gyakorlatban, ahol a relativisztikus jelenségek álta-
lában jelentéktelen eltéréseket okoznak. Ebben rejlik a félremagyarázható-
ság oka. Túlzott tehernek tûnik a pontos fogalmak idézgetése, amikor a
hétköznapi viszonyokban nem érezhetõ a szerepük. Elszokunk tõlük – ha
egyáltalán már megszoktuk õket –, és tanácstalanul siránkozunk „a dolgok
bonyolultságán”, amit elsõsorban felületességünk okozott.

KÖVETKEZTETÉS

A fizika a többi természettudománnyal karöltve az anyagot vizsgálja,
egyik megjelenési formájából a másikba való alakulásának törvényeit ke-
resi. Ezt a jól definiált tulajdonságok mérésével teszi, a tapasztalat ered-
ményeit általános törvényekbe, kvantitatív összefüggésekbe rendezi, ami-
bõl természettörvényeket olvas ki. Ezek közül elõkelõ helyet foglalnak el
az anyag megmaradását kifejezõ megmaradási törvények az anyag tulaj-
donságairól: tömegrõl, energiáról, impulzusról… stb.

Nem lesz tömegbõl energia stb. A tömeget az energiával összekeve-
rõ zavaros nomenklatúra hátráltatja a kutatást és megértését, a pontos
fogalmazás elõreviszi és segíti. Ha figyelünk és türelmesen gondolko-
dunk, akkor rend lesz – az embernek a természet jelenségeirõl alkotott
képében is.



LÁNCZOS KORNÉL EREDMÉNYEI
A RELATIVITÁSELMÉLET TERÜLETÉN26

Lánczos Kornél hét éves volt 1900-
ban, amikor Planck publikálta kvan-
tumhipotézisét, tizenkét éves, ami-
kor megjelent Einstein dolgozata a
speciális relativitáselméletrõl, huszon-
három, amikor az általános relativi-
táselmélet megszületett. Ekkor ép-
pen végez a budapesti Tudomány-
egyetemen. Amikor 1925-ben meg-
született a kvantummechanika, a
32 éves Lánczos Kornélt már Né-
metországban, a modern fizika ak-
kori szellemi mûhelyeiben találjuk.

Az egyetemi tanulmányait vég-
zõ ifjú figyelmét minden valószínû-
ség szerint Zemplén Gyõzõ terelte
a relativitáselmélet felé a mûegye-
temi elõadásai során. A század ele-
jén a Kolozsvárott mûködõ Farkas
Gyula mellett az egyetlen fizikus ugyanis a budapesti Zemplén Gyõzõ,
akinek katedráján már elhangzottak a relativitáselmélet felismeréseit
méltató elõadások.

Lánczos Kornél, aki már korai éveiben is mélyreható szemlélettel pá-
rosult nagy matematikai mûveltségrõl tett tanúbizonyságot, aki sohasem
hátrált meg vagy veszett el számítási nehézségekben, aki a számok és je-
lek bûvölete helyett egységes tudományos világkép kialakítása érdekében

Lánczos Kornél

26 A tanulmány elõzménye: Abonyi Iván: Lánczos Kornél eredményei a relativitáselmélet
területén. Elõadás Székesfehérvárott, Lánczos Kornél századik születésnapján. Egy vál-
tozat megjelent a Fejér Megyei Levéltár Közleményei, No. 15. p 72–93. (2003) – Egy
másik változat: elõadás a TIT Kossuth Klubban 2003-ban.



olthatatlan kíváncsisággal vetette magát az új megismerés lehetõségeibe,
szinte törvényszerûen talált fontos problémákra a relativitáselmélettel
kapcsolatban. Azzal a relativitáselmélettel, mely szinte vele együtt fejlõ-
dött. Mondhatnánk azt is: Lánczos Kornél – ehhez – jókor érkezett.

1919-ben készítette el Tangl Károly professzor tanársegédeként a bu-
dapesti Mûegyetemen doktori értekezését, amely Németh József híres
mûszaki és tudományos könyvkereskedésének közvetítésével 50 példány-
ban jelent meg németül.27 A magyar történelem alakulása miatt ezt az ér-
tekezést csak 1922-ben védte meg, a szegedi professzornál, Ortvay Ru-
dolfnál. Az értekezés eredményeit 1929-ben ismerteti a Dirac-egyenlettel
kapcsolatos cikkében.28

A KEZDET: LÁNCZOS ÉS A SPECIÁLIS
RELATIVITÁSELMÉLET

A doktori értekezésének a címe: ’A Maxwell-féle éteregyenletek függvényta-
ni vonatkozásai’. Érdemes fõ állítását bemutatni. Lánczos Einstein speci-
ális relativitáselméletének alapján abból indul ki, hogy a térítõ négydi-
menziós, az elektrodinamikai térjellemzõk e négydimenziós térben beve-
zetett koordináták függvényei. Észreveszi, hogy e négy változó egy négy
összetevõjû hiperkomplex számmal is reprezentálható, a Heaviside-féle
kvaternióval. A kvaternió olyan négy összetevõjû mennyiség, mely a kö-
zönséges, két összetevõjû K komplex szám koncepciójának általánosítása
a négy dimenzió esetére. Legyen a négy egymásra ortogonális egységvek-
tor ex, ey, ez, et; akkor az R kvaternió lehet például

R xe ye ze tex y z t� � � � ,

vagy

� �R x e ii i� �1 2 3 4, , ,

és a kétszer elõforduló indexre 1-tõl 4-ig összegzünk. R-nek x, y, z, t kom-
ponensei akár hagyományos komplex számok is lehetnek. A közönséges

Z = X + iY

27 Kornél Laewy (Lánczos): Die funktionentheoretischen Beziehungen der Maxwellschen
Aethergleichungen. Bp., 1919. Verlagsbuchhandlung Josef Németh. – Az értekezés cím-
lapja látható a ’James Clerk Maxwell és a klasszikus elektrodinamika nagy szintézise’ c.
tanulmányunkban, in: Abonyi Iván: Kiemelkedõ fejezetek a XVII–XIX. század fizikájá-
ból. Piliscsaba, 2008. Magyar Tudománytörténeti Intézet. p. 111. (Magyar Tudomány-
történeti Szemle Könyvtára 72.)

28 C. Lanczos: Die tensoranalytischen Beziehungen der Diracschen Gleichung. = Zeit-
schrift für Physik, Vol. 57. (1929) pp. 447-473.



komplex változó

F(Z) = U(X, Y) + iV(X, Y)

függvényének differenciálhatósági feltétele a jól ismert Cauchy–Riemann-
féle

( )( )( (x yi U iV� � � 0

differenciálegyenletek teljesülése. Itt ( ( (x x� / .
Lánczos megállapítja, hogy értelmezhetõ az R kvanterniónak mint

hiperkomplex változónak )(R) hiperkomplex függvénye, aminek termé-
szetesen négy összetevõje van, ezek a ) i -k:

� �) )R ei i� .

Értelmezhetõ a

� � � � � � � �) ) ) )R x x x x x x y z ti� � �1 2 3 4, , , , , ,

négyváltozós függvény, s a Cauchy–Riemann-egyenletek analógiájára meg-
állapítható a differenciálhatóság feltétele. Ha a

( ( ( ( ( ( ( ( (s s x x y y z z t te e e e e e e e e� � � � � � � �1 1 2 2 3 3 4 4

jelölést alkalmazzuk, akkor ez a feltétel

� �� � � �( )s s r re e s r� �0 1 2 3 4, , , , ,

a kvaternió-függvényekre vonatkozó négy Cauchy–Riemann-egyenlet.
Most, a matematikai eszköz bemutatása után érünk el Lánczos Kor-

nél fizikai megállapításához. Amennyiben azt a kvaterniófüggvényt vizs-
gáljuk, amelynél a hozzárendelés:
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alakú, akkor a kvaterniókra vonatkozó Cauchy–Riemann-egyenletek rend-
re a következõk:

� � � � ��F F F� . � �( (0 0és ,

ahol � �
�

F s� ) ) )1 3, , és � ��
( ( ( (� 1 2 3, , . Tehát a valós és a képzetes ré-

szeket a komplex egyenletben szétválasztva
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adódik. A konklúzió a forrásmentes elektromágneses erõtér Maxwell-
egyenletei egy jól választott kvanterniófüggvény differenciálhatósági fel-
tételeiként jelennek meg a Minkowski-világban. Lánczos erre alapozva
még kifejti a kvaternió-elektrodinamika (mint relativisztikus elektrodina-
mika) fõbb megállapításait, például a Laplace–Poisson-egyenletre és a
potenciálfüggvénynek a ponttöltés helyén mutatott szinguláris viselkedé-
sére vonatkozóan.

Lánczos eredményének az a jelentõsége, hogy megmutatta a négydi-
menziós Minkowski-világ geometriai tulajdonságai tükrözõdnek a Max-
well-egyenletekben.

A tagadhatatlanul bizarr meglátás most már érthetõ módon nem ta-
lálkozhatott sem Tangl Károly, sem Fröhlich Izidor érdeklõdésével, ezért
kellett Lánczosnak a fiatalabb Ortvayhoz fordulnia. Pedig a Heaviside-
féle kvaterniókat már maga Maxwell is alkalmazta a ’Treatise’-ban. Ké-
sõbb pedig kiderült, hogy a kvaterniók a Lorentz-csoportnak a négyes-
vektorokéval izomorf ábrázolásai.

A KIBONTAKOZÁS:
LÁNCZOS A MAGA MÓDJÁN FELTÁRJA AZ ÁLTALÁNOS

RELATIVITÁSELMÉLET TARTALMÁT

A doktori értekezés után Lánczos figyelme az általános relativitáselmélet
(ARE) felé fordul. A frissen kibontakozó új elmélet bonyolultnak látszó
differenciálgeometriai köntöse alatt megtalálni a fizikai tartalmat, ez te-
szi évtizedekre kíváncsivá. Az ARE, ami Lánczos elõtt állt, az alábbiak-
ban foglalható össze, távirati stílusban.

A téridõ geometriai és kronometriai viszonyait a benne tetszõlegesen
bevezetett négy xk koordináta segítségével lehet leírni, két szomszédos
esemény között a (ds)2 ívelemnégyzet

� �ds g dx dxik
i k2 �

alakban felírva adja a gik metrikus tenzor elemeinek geometriai definíció-
ját. Az így feltárt gik = gki metrikus téridõ 10 darab gik(xk) függvénnyel ír-
ható le, ezek kimérésének a téridõ minden geometriai sajátságaira, így
például görbületére is választ kell adnia. A téridõ görbületét a gik-kból és
a belõlük

� �0ik
l rl

k ir i kr r ikg g g g� � �1
2 ( ( (
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amely zérus, ha a téridõ görbülete zérus (vagyis a téridõ Minkowski-féle).
Az ARE Einstein-egyenletei
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egyenletek, ahol R R g Gcik
ik� �� �, 
 
8 4 , G a newtoni gravitációs állan-

dó, és Tik a térben lévõ anyag energia-impulzus-tenzora. Ezek a csatolt
nemlineáris parciális differenciálegyenletek azt fejezik ki, hogy a téridõ
geometriai és kronometriai viszonyait a benne lévõ anyag (tömegével, moz-
gásával, kölcsönhatásával, feszültségeivel stb., ami mind tömeg-ekviva-
lens képzõdéséhez vezet) határozza meg.

Az Einstein-egyenleteket az a követelmény adja, hogy az

I R g dx dx dx dx�� 1 2 3 4

hatásintegrál minimális értéket vegyen fel. Ez a feltevés vezet a legegy-
szerûbb másodrendû csatolt parciális differenciálegyenlet-rendszerhez, az
Einstein-egyenletekhez. Ez tehát az ARE elsõ posztulátuma a téridõ és
az anyag kapcsolatáról, ami a gravitációs kölcsönhatást az anyag okozta
térgörbülettel geometrizálta.

A második posztulátum a mozgás posztulátuma. Eszerint a (kis mé-
retû) testek a nagy méretû testek (az univerzum anyaga) által létrehozott
téridõ-geometria geodétikus vonalain fognak mozogni, ha csak gravitá-
ciós kölcsönhatásban vesznek részt. Ez a geodétikus axióma.

Ez a differenciálgeometriai formalizmus a téridõ tetszõleges paramé-
terezése esetén is egyértelmûen rámutat a téridõ görbültségére, amit a vi-
szonyok leírása szempontjából örvendetes szabadságnak tekinthetünk:
nem függ a fizikai tartalom a vonatkoztatási (koordináta-) rendszer megvá-
lasztásától.

Az Einstein-egyenletek pontszerû tömegeloszlás esetére, tõle nagy tá-
volságban reprodukálták a newtoni gravitációelmélet állításait, a tömeg-
ponthoz közel azonban jelentõs módosítások jelentkeznek az ARE-ben a
newtoni elmélethez képest (Schwarzschild-féle megoldás).

A Schwarzschild-megoldás elemzése tette lehetõvé az elmélet új
mondanivalójának kiértékelését: például a Merkur perihélium-elfordulá-
sának, majd a Nap mellett elhaladó fénysugár pályája elgörbülésének és
a gravitációs vöröseltolódás mértékének meghatározását. Ezekbõl a je-
lenségekbõl lettek az általános relativitáselméletnek a newtoni gravitáció-
elméleten látványosan túlmenõ jóslataiból az új koncepció perdöntõ bi-
zonyítékai. Bonyolultabb feladatok elemzésekor azonban hatalmas szá-
mítási nehézségek tornyosultak a kíváncsi kutató elé.



Lánczos felhasználta az általános relativitáselméletnek a programjá-
ból azt a mozzanatot, hogy a leírásban a használt koordinátarendszernek
nem lehet kitûntetett szerepe. Ezért egy olyan koordinátarendszer beve-
zetését, szükség esetén egy olyan koordinátatranszformáció végrehajtását
javasolta, melynek eredményeként az Einstein-egyenletek gyenge gravitá-
ciós tér esetén egy metrikus tenzorból felépülõ függvényre a d’Alem-
bert-típusú hullámegyenletbe mennek át. Ennek megoldási technikája
pedig a klasszikus potenciálelmélet elektrodinamikán kicsiszolt eredmé-
nyei nyomán ismert vagy legalábbis kidolgozható. Ha Lánczossal ezeket
az új koordinátákat normálkoordinátáknak nevezzük, akkor ezek segítsé-
gével többek között az alábbi fontos megállapítások tehetõk:29

– az üres, anyagmentes téridõ euklideszi, ha a végtelenben a perem-
feltételek euklideszi teret írnak elõ,

– ha valahol egy tartományban van anyag, az Einstein-egyenletek a
téridõt mindig és mindenütt egyértelmûen meghatározzák, hacsak
a tömegeloszlást a térben egy ellipszoid határolja, ekkor a téridõ-
ben elkülöníthetõ egy egyparaméteres idõtengely.

A csillagászati alkalmazások számára fontos probléma a forgó tö-
megeloszlások gravitációs erõterének meghatározása. Lánczos kimutat-
ta,30 hogy az Einstein-egyenletek alapján a forgó mozgásra nem tartható
fenn a mozgás relativitása. A kérdést aktuálissá az tette Lánczos számára,
hogy a ’Die Naturwissenschaften’ címû folyóirat oldalain A. Kopff hason-
ló címen a problémát tárgyalva nem fogalmazott világosan. Lánczos ki-
mutatta, nincs lehetõség egyedülálló test világvonalát egyszerûen a for-
gást leíró csavarvonal jellegû téridõgörbeként felvenni. A centrifugális és
a Coriolis-erõket nem lehet invariáns módon szétválasztani, ezek együtt
képezik a tehetetlenségi erõket, egy izolált testnél eltûnésük az energia-
impulzus-tenzor divergenciamentességét vonja maga után. Más szóval:
forgó test egyensúlyához a belsejében feszültségeknek kell fellépniük. Ha
valaki ezek figyelembevételét az energia-impulzus-tenzorban elmulasztja,
az hiba.

Az általános relativitáselmélet a kozmológia számára világmodelleket
képes felkínálni. A de Sitter által javasolt univerzummodell taglalásakor
Lánczos megmutatta,31 hogy Laue kijelentésével ellentétben a de Sitter-
modellben tömeghorizont nem lehet a kozmológiai vöröseltolódás oka,
mert ilyen tömeghorizont nincsen.

29 Kornel Lanczos: Zur Theorie der Einsteinschen Gravitations-gleichungen. = Zeitschrift
für Physik. Vol. 13. (1923) pp. 7–16.

30 Kornel Lanczos: Zum Rotationsproblem der allgemeinen Relativitätstheorie. = Zeit-
schrift für Physik. Vol. 14. (1923) pp. 204–219.

31 Kornel Lanczos: Über die Rotverschiebung in der de Sitterschen Welt. = Zeitschrift für
Physik. Vol. 17. (1923) pp. 168–189.; Bemerkung zur de Sitterschen Welt. = Physi-
kalische Zeitschrift. Vol. 23. (1922) pp. 539–543.



A vöröseltolódás ügyében részletes elemzést végez ezután. Megvizs-
gálja, hogy adható-e objektív kritérium annak eldöntésére, hogy egy
adott vöröseltolódás a téridõ metrikai szerkezetébõl származik-e vagy
csak egy sima mozgás Doppler-effektusaként értelmezendõ. Az elemzés-
ben döntõ szerepet kap, hogy az ARE a fizikai tényeket a téridõ inva-
riáns geometriai viszonyaival fejezi ki. S így a statikus koordinátarend-
szerre támaszkodó érvelések nem vezethetnek helyes eredményre, nem ad-
hatnak objektív választ. A megfigyelõ órája és a fényforrás helyén lévõ
óra idõütemkülönbsége, a vonaleltolódás, Lánczos kimutatja, hogy ez
csak attól a két szögtõl függ, amit az illetõ helyeken az órák világvonalai
az eseményeket összekötõ fényúttal bezárnak. Ezért a gravitációs vonal-
eltolódást ugyanúgy Doppler-eltolódásként lehet értelmezni, ahogyan ezt
az észlelõ és a forrás világvonalának összehasonlításával a speciális elmé-
letben tettük. Ezért minden vonaleltolódás Doppler-eltolódásként értel-
mezendõ. S ha tetszik: a Nap fényében tapasztalt vöröseltolódási Dopp-
ler-effektus arról árulkodik, hogy ott a párhuzamosok euklideszi axiómá-
ja nem teljesül.

A modern gravitációelméletben is gyakorta fellép az a klasszikusan is
tapasztalt eset, amikor a bonyolult feladatot egy ismert szituáció mellett
fellépõ kis módosítás hatásainak keresésével vezethetjük vissza már tár-
gyalt egyszerûbb esetre. Lánczos 1925-ben Einstein gravitációelméleté-
ben kidolgozta a gyenge gravitációs zavarok – kis perturbációk – problé-
májának a tárgyalását.32 Adott tetszõleges görbületû metrikus tér jelenlé-
tében az anyag energia-impulzus-tenzorának kis módosulása – mint per-
turbáció – hatására keletkezõ metrika-módosulás meghatározását, a jel-
lemzõ kis paraméter szerinti sorfejtéssel és az általa korábban bevezetett
normálkoordinátákkal végezte el. Ez az eljárás a perturbált térmennyisé-
gekre, fõleg tenzorokra vonatkozóan, tulajdonképpen a Laplace–Pois-
son-egyenlettel rokon egyenlettípushoz vezet, amit a Green-függvény (itt
Green-tenzor) segítségével oldott meg. Ezzel kapcsolatos egy tisztán ma-
tematikai tárgyú dolgozata.33 Ugyanakkor ez magyarázza azt is, hogy az
integrálegyenletek elméletében alkotó módon jártasságot szerezve a kvan-
tummechanikára kontinuummegfogalmazást is adott,34 ezzel teremtve meg
a mátrixmechanika (Heisenberg), a hullámmechanika (Schrödinger hul-

32 Kornel Lanczos: Zum Problem der unendlich schwachen Felder in der Einsteinschen
Gravitationstheorie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 31. (1925) pp. 112–132.

33 Kornel Lanczos: Über tensorielle Integralgleichungen. = Mathematische Annalen. Vol.
95. (1925) pp. 143–153.

34 Marx György: Lánczos Kornél (1893–1974). = Fizikai Szemle 43 (1993) pp. 81-87.;
Kornel Lanczos: Über eine feldmässige Darstellung der neuen Quantenmechanik. =
Zeitschrift für Physik. Vol. 35. (1926) pp. 812–830.; Kornel Lanczos: Variationsprinzip
und Quantenbedingungen. = Zeitschrift für Physik. Vol. 36. (1926) pp. 401–409.



lámegyenlete) módszerei mellé a kvantummechanika integrálegyenletes
megfogalmazását.

Az ARE tartalmának felderítése során a kozmológiai alkalmazások
felé fordult. A következõ probléma keltette fel érdeklõdését: Milyen koz-
mológiai modellt érdemes tanulmányozni? A lehetõ legegyszerûbbnek
történeti és matematikai alapon is a statikus vagy stacionárius világmo-
dell kínálkozott. Mi már tudjuk, hogy ez ugyanekkor mást is érdekelt.
Fridman orosz meteorológus-fizikusra gondolunk, aki bizonyára a földi
légkörre vonatkozó ismeretei alapján kezdett el érdeklõdni a nemstacio-
nárius modellek iránt. Ismeretes ugyanis, hogy az analógia eléggé jelleg-
zetes: a dinamikus viselkedésû (táguló) légkör mellé Fridman a folyama-
tosan táguló univerzum két típusát és az oszcilláló univerzumot tárta fel.
Lánczos 1924-ben az irodalomban elsõ lépésként közölt stacionárius koz-
mológiai modellek korrekt analízisét vállalta fel.35

Ennek során az Einstein-féle gravitációelmélet keretében kimutatta,
hogy egy világ az általános relativitáselmélet értelmében akkor és csak
akkor stacionárius, ha méretmeghatározó mennyiségei idõtõl függetle-
nekké tehetõk. Ez azt jelenti, hogy egy olyan koordinátarendszernek kell
léteznie, melyben az univerzum tömegei átlagosan nyugalomban vannak.
Olyan helyeken, ahol nincs anyag, egy odavitt próbatest mozgását kell
megfigyelni. Ilyen kozmológiai modell idõvonalainak geodétikus vonalak-
nak kell lenniük. Ez kizárja, hogy a Schwarzschild-megoldást alkalmazó
de Sitter-modell jó legyen stacionárius kozmológiának. Ehelyett az Ein-
stein-féle hengeruniverzum kínálkozik, ráadásul ebben a modellben a vi-
lág anyagának a tömege meghatározott érték, ami talán a csillagászati
megfigyelések számára hozzáférhetõ, tehát tapasztalati ellenõrzés lehetõ-
ségét kínálja. Mint Lánczos írja: „Az itt tárgyalt kozmológia esetében ta-
lán csak arról van szó, hogy valóságnak egy messzemenõen leegyszerûsí-
tett modelljét, akárcsak abban az elsõ lépést tesszük meg... Alaptípusként
talán nem érdektelen rámutatni egy stacionárius forgásszimmetrikus vi-
lágszerkezetre, ami az Einstein-féle alapegyenletek tényleges megoldása.
Ez a tárgyalásmód (elsõ) példa az egész világot átfogó geometriai tárgya-
lásmód szépségére, mely még nem járt ösvényeket nyit meg.”

Az Einstein-egyenletek mint kezdeti és peremértékfeladatok tanul-
mányozása még egy kozmológiai érdekességû eredményhez vezette Lán-
czost.36 Annak vizsgálata, hogy vajon a homogén Rik = 0 Einstein-egyen-
leteknek a triviális euklideszi sima téridõn kívül is van-e megoldásuk,
mely viszont görbült, bár nincs benne anyag, fontos alapkérdést tisztázna.

35 Kornel Lanczos: Über eine stationäre Kosmologie im Sinne der Einsteinschen Gravita-
tionstheorie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 21. (1924) pp. 73–110.

36 C. Lanczos: Zur Frage der regulären Lösungen der Einsteinschen Gravitationsgleichun-
gen. = Annalen der Physik. Vol. 405. (1932) No. 5. pp. 621-635.



Ekkor ugyanis keresni kellene egy eljárást, ami a két anyagmentes téridõ-
típust megkülönböztetné. Lánczos kimutatta, hogy ez nem a téregyenle-
tek szerkezetén múlik, hanem az univerzumra kirótt peremfeltételeken.

Ennek a gondolatmenetnek szerves folytatása, hogy a már egyszer az
anyagot kell annak a tényezõnek tekinteni, amely a geometriai viszonyo-
kat kialakítja, akkor érdemes lenne a variációfeladatot – melybõl az
Einstein-egyenletek eredetileg leszármaztathatók – úgy fogalmazni, hogy
az anyagra jellemzõ adatokat kelljen variálni, ami majd a geometriai pa-
raméterek variációit indukálja. Ezt a feladatot oldotta meg Lánczos dol-
gozatában.37

Már Berlinben készült viszont másik dolgozata,38 amely az Einstein-
-egyenletekbõl az adjungált-egyenletek képzésével, a differenciálegyen-
letek elméletében szokásos eljárással származtat le olyan összeférhetõ-
ségi relációkat, amelyekben az általános megmaradási tételekre ismer-
hetünk. Összesen tíz ilyen nyerhetõ: az energiára és impulzusra össze-
sen négy, az impulzusnyomatékra három, a tömegközéppont mozgási
sebességére három.

LÁNCZOS MINT BEÉRKEZETT KUTATÓ:
A MOZGÁS PROBLÉMÁJA AZ ÁLTALÁNOS

RELATIVITÁSELMÉLETBEN

A newtoni gravitációelmélet éppen úgy, ahogyan a maxwelli elektrodina-
mika egy-egy alapvetõ kölcsönhatás, a gravitációs és az elektromágneses
kölcsönhatás leírását tûzte ki célul. Mindkettõ persze csak elsõ – bár na-
gyon a tökéletes befejezettség látszatát keltõ – közelítés volt. Ma már
tudjuk: a szóban forgó erõterek gyenge, kis intenzitású esetére. Mindkét
kölcsönhatás térelmélete mellé a fizikai jelenségek teljes leírása érdeké-
ben – a térelméletektõl független formában – posztulálni kellett a moz-
gástörvényt. Ennek az volt a feladata, hogy megmondja, hogyan hat az
erõtér a forrására. Mert azt, hogy a forrás milyen erõteret kelt, meg-
mondta a térelmélet. A kis térerõsségek esetében lineárisnak bizonyultak
a téregyenletek (és ki gondolt volna komolyan akkoriban olyan esetekre,
amikor majd egy közegen áthaladó fényimpulzus átalakítja a közeget:
mint például nemlineáris optikában). Lineáris térelméletekben pedig ér-
vényesül a megoldások zavartalan szuperpozíciója.

Legyen például
� �

E H1 1, , illetve
� �

E H2 2, , a Maxwell-egyenletek megol-

37 Kornel Lanczos: Zum Wirkungsprinzip der allgemeinen Relativitätstheorie. = Zeit-
schrift für Physik. Vol. 32. (1923) pp. 163–172.

38 C. Lanczos: Über eine invariante Formulierung der Erhaltungssätze in der allgemeinen
Relativitätstheorie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 59. (1930) pp. 514–539.
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Maxwell-egyenletek, következik az, hogy teljesülnek a szuperpozícióra az
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Maxwell-egyenletek is. Ez pedig azt jelenti, hogy a két töltés együtt folytat-
ná azt a mozgást, amit külön-külön végzett: egyenesvonalú egyenletes
mozgást. Pedig állítólag azonos töltések taszítják egymást. Ugyanez mond-
ható a newtoni gravitáció

/ ��2 4) 
 3G

téregyenletére is, 31 és 32 együttes hatására kialakuló ) ) )� �1 2 mel-
lett nem maradhatnak változatlanok a tömegsûrûségek, amit pedig a szu-
perpozíció elve – egyedül – sugalmaz. Ezért a klasszikus térelméletek
szokás szerint külön axiómában rögzítik a forrásra gyakorlott mozgató
hatást. Ez a Newton II. axiómájának megfelelõ mozgástörvény.

Az ARE egyik sarkalatos meglepetése – és sok nehézség forrása – az
a tény, hogy az Einstein-egyenletek nemlineáris csatolt rendszert képez-



nek. Ily módon megszûnik a szuperpozíció lehetõsége és felcsillan a re-
mény arra, hogy a klasszikus (lineáris) térelméletek szükségmegoldása –
a független, deus ex machina jellegû mozgástörvény – helyébe egyedül a
(nemlineáris) téregyenlet lépjen. Ebben benne kell foglaltatnia valaho-
gyan a mozgástörvénynek is. S ha ez a felismerés helyesnek bizonyul, ak-
kor az erõterek nemlineáris téregyenletekkel dolgozó elméletei egy ad
hoc axiómát megtakaríthatnak, az elmélet logikailag egyszerûbb és tisz-
tább, a fizikai világkép egységesebb lesz,

Az ARE-ben 1927-ben jelent meg ez a probléma. 1927. február 24-én
kelt Einstein és Grommer közleménye,39 melyben a tömegpontot a metri-
kus tér szingularitásának tekintik. Ekkor az egyéb forrásokból származó
átlagos háttér metrikus terét a (próbatest) szingularitásétól el lehet válasz-
tani (külön nyomon lehet követni). A felbontás során az Einstein-egyenle-
tekbõl a háttér erõtérre lineáris egyenletek következnek (a nemlineáris
egyenletrendszer kis zavar esetére linearizálható). Ekkor felismerhetõ,
hogy a tömegpont-szingularitás a lineáris Einstein-egyenletekbõl meghatá-
rozott globális geometria geodétikus vonalain fog haladni. Ezzel a mozgás-
törvényként szolgáló geodétikus vonal princípium tovább már nem függet-
len mozgásaxióma, hiszen a nemlineáris téregyenletekbõl levezethetõ. Ein-
stein és Grommer hangsúlyozzák: „elõször fordul elõ egy térelméletben,
hogy az a szingularitások mechanikai viselkedését tartalmazza”.

Lánczos a Zeitschrift für Physik címû folyóiratba 1927. július 29-én
küldte be ’Az általános relativitáselmélet dinamikájához’ címû dolgozatát.40

Ebben részletesebben kidolgozza az Einstein–Grommer-koncepciót. Be-
mutatja a különálló dinamikai alapelv azáltal válik feleslegessé, hogy a
mozgó test által észlelt metrikus tér (a gravitáció) és a test mozgása egy-
másra kölcsönösen meghatározott hatást gyakorol. A gyorsító tér, amely
a téregyenletekbõl származtatható, egy transzlációt, egy rugalmas defor-
mációt és forgatást tartalmaz, amibõl a transzlációra vonatkozóan a
geodétikus vonalon való mozgás elvével azonos következtetésre jutha-
tunk. „Nem az anyag viszi magával az erõteret, hanem az erõtér sodorja
magával az anyagot” – mondta Lánczos. A részletes elemzésben kimutat-
ta, hogy a háttér egyértelmûségét az az eljárás biztosította, amelyet ko-
rábbi írásában41 már elemzett és amiben a számítások során a speciális
elõnyökkel kecsegtetõ koordinátarendszert alkalmazta.

39 Albert Einstein – Jakob Grommer: Allgemeine Relativitätstheorie und Bewegungs-
gesetz. = Sitzungsberichte der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin,
1927. No 1. pp. 2–13.

40 Kornel Lanczos: Zur Dynamik der allgemeinen Relativitätstheorie. = Zeitschrift für
Physik. Vol. 44. (1927) pp. 773–792.

41 Kornel Lanczos: Zur Theorie der Einsteinschen Gravitations-gleichungen. = Zeitschrift
für Physik. Vol. 13. (1923) pp. 7–16.



1927. november 24-én mutatták be Einstein egy dolgozatát a Porosz
Tudományos Akadémia ülésén,42 melyben már hivatkozik Lánczos mun-
kájára43 is, és részletesen kifejti a gravitációs pontszingularitás mozgás-
egyenletének meghatározását. Most azzal a kiegészítéssel, hogy a szingu-
laritásnak elektromos töltést is tulajdonít, az anyagi tenzorban pedig
a külsõ (háttér) elektromágneses erõtér járulékait is figyelembe veszi.
Az eredmény: a töltött részecske Newton–Lorentz-féle mozgásegyenlete.
A módszer tehát mûködõképes, nemcsak egyedül a gravitáció, hanem
más – nemgeometrizált – erõterek társaságában is.

Ezzel tehát lendületes kezdetét vette az ARE olyan belsõ egységének
feltárása, melynek végeredménye – több évtizedre kinyúló kutatások után
– az lett, hogy ma az ARE-t elsõ sorban a klasszikus szóhasználat értel-
mében, a tér, az idõ, a gravitáció és a mozgás általános elméletének te-
kintjük. (A megfogalmazás V. I. Fok szavaival történt, aki a mozgástör-
vénynek téregyenletekre való visszavezetésében szintén nagy érdemeket
szerzett.) E kutatások alapvetõ nehézsége éppen abban rejlik, hogy a
nemlineáris parciális differenciálegyenletekben hogyan lehet értelmesen
elválasztani azt az anyagdarabot, aminek a mozgására kíváncsiak va-
gyunk, a többi anyagtól – úgy, hogy az egymásrahatás leírása értelmes
esetekre realizálható és gyakorlatilag végigszámolható is legyen. Ahogyan
a klasszikus newtoni mechanika sem állhatott meg a tömegpont modell-
jénél, hanem elõre kellett haladnia a pontrendszer után a kiterjedt –
makroszkopikusan összefüggõ – modellelrendezések esetei felé, úgy kell
majd az ARE-ben is eljárni. S az már elõre világos, hogy ha az ARE a
newtoni gravitációelméletet csak gyenge tér közelítésben reprodukálja,
akkor az ARE téregyenleteibõl levezetett mozgásegyenletek is csak ha-
sonló határesetben fogják reprodukálni a newtoni mozgástörvényeket.
Az ARE miatt lesznek tehát úgynevezett poszt-newtoni korrekciók.

A pontszingularitásnál bonyolultabb esetet véve figyelembe 1938-ra
Einstein és két munkatársa, Banesh Hoffman és Leopold Infeld segítsé-
gével véghezvitte a mozgásegyenletek elõállítását a téregyenletekbõl. Ha-
talmas munka volt ez, publikációja is sajátos módon történt. Az Einstein–
Infeld–Hoffman-mû44 alapjául szolgáló számításokat teljes terjedelemben
nem is közölték, a részletes kéziratot a Princeton Institute of Advanced
Studies könyvtárában helyezték letétbe. További évek erõfeszítései E.
Scheidegger számára lehetõvé tették, hogy az egész számítást már egy

42 Albert Einstein: Allgemeine Relativitätstheorie und Bewegungsgesetz. = Sitzungsbe-
richte der Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1927. No 32. pp.
235–245.

43 Kornel Lanczos: Zur Dynamik der allgemeinen Relativitätstheorie. = Zeitschrift für
Physik. Vol. 44. (1927) pp. 773–792.

44 A. Einstein – L. Infeld – B. Hoffmann: The Gravitational Equations and the Problem of
Motion. = Annals of Mathematics. Vol. 39. (1938) pp. 65–100.



aránylag rövid dolgozatban45 nyilvánosságra hozza. Hasonló programon
dolgozott V. A. Fok,46 más közelítõ eljárást alkalmazva. Késõbb még to-
vábbi eljárási egyszerûsítésekkel N. M. Petrova hozta nyilvánosságra47 az
eredményeket. Valamennyien Lánczos Kornélnak a módszerét használ-
ták, amit a gravitációs egyenletek egyszerûsítése érdekében – a koordiná-
tarendszer-választás szabadságának fenntartásával, tehát az általánosság
megszorítása nélkül – vezetett be. Olyan koordinátarendszert használtak
ugyanis, melyben a metrika egyes kulcsfontosságú kifejezései d'Alem-
bert-típusú hullámegyenletnek tesznek eleget.48 Ezt a könnyítõ feltevést
és módszert a mozgásegyenlet-probléma irodalma a harmonikus koordi-
náták módszere néven emlegeti, gyakorlatilag anélkül, hogy Lánczos
Kornélra, illetve munkájára49 hivatkoznának.

Az a mozzanat, ami a mozgásprobléma tárgyalásához vezet, az ener-
gia-impulzus-tenzor divergenciamentessége, gyakorlatilag az Einstein-ten-
zor divergenciamentességének közvetlen folyománya. Ez a Bianchi-azo-
nosság a görbületi tenzor szimmetriatulajdonságán alapul.

A kiterjedt test problémáját az Einstein–Infeld–Hoffman-módszerrel
csak úgy sikerült tárgyalni, hogy feltették, a részecske belvilágának nem
lehet szerepe a mozgató erõ meghatározásában, majd a távolság reciprok
hatványai szerint haladó sorfejtést hajtottak végre.

Lánczosnak már 1930-ban sikerült megmutatnia,50 hogy az általános
relativitáselméletbõl egy részecske newtoni mozgásegyenlete levezethetõ
az általánosított Gauss-tétel segítségével és rámutatott arra, hogy a moz-
gásegyenlet leszármaztatása két szükségszerû lépésbõl áll. Az elsõ – bár-
milyen triviálisnak tûnjék is – annak megállapítása, hogy az impulzust a
tömeg és a sebesség szorzataként vezetjük be az anyag jellemzésére.
A másik az, hogy az impulzus idõ szerinti deriváltja a mozgató erõ.
Amennyire aránylag egyszerû a kérdés második része – ha az elsõt tisz-
táztuk már – annyival nehezebb az elsõ részére a megfelelõ formát kihoz-
ni. Lánczos kimutatta, hogy az impulzus a tömeg és a sebesség szorzata-

45 Adrian E. Scheidegger: Gravitational Motion. = Reviews of Modern Physics. Vol. 25.
(1953) pp. 451–468.

46 V. A. Fok: Véges tömegek mozgása az általános relativitáselméletben. (Oroszul). =
Zsurnal Ekszper. Tyeor. Fiz. Vol. 9. (1939) p. 375., franciául: Journal de Physique de
l'USSR. Vol. 1. (1939) p. 81.

47 N. M. Petrova: Véges tömegû pontok rendszerének mozgásegyenlete és tömegtenzora
az általános relativitáselméletben. (Oroszul). = Ucs. Zap. Kazany Gosz. Univ. 117 IX.
35 (1957) – ZsETF 27, 563, (1954)

48 Kornel Lanczos: Ein vereinfachende Koordinatensystem für die Einsteinschen Gravita-
tionsgleichungen. = Physikalische Zeitschrift. Vol. 23. (1922) pp. 537–539.

49 Kornel Lanczos: Ein vereinfachende Koordinatensystem für die Einsteinschen Gravita-
tionsgleichungen. = Physikalische Zeitschrift. Vol. 23. (1922) pp. 537–539.

50 C. Lanczos: Über eine invariante Formulierung der Erhaltungssätze in der allgemeinen
Relativitätstheorie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 59. (1930) pp. 514–539.



ként az Einstein-egyenletekbõl is úgy értelmezhetõ, hogy a mozgató erõk
kifejezése egy olyan térfogati integrál alakjában adódik, amelyet felületi
integrállá lehet alakítani. Emellett a tehetetlen tömeg és a tömegeloszlás
tömegközéppontját tartalmazó kifejezések viszont olyan térfogati integ-
ráloknak adódtak Lánczosnál, amelyek nem transzformálhatók felületi
integrállá. Egyfelõl ez objektív megfogalmazást kínál a figyelembe vett
anyagdarab sajátságainak jellemzésére, lehet tudni, hogy mi a belsõ és mi
a külsõ járulék. Másfelõl ez teszi lehetõvé a pontszingularitás esetén,
hogy teljes egzaktsággal bizonyítható legyen a newtoni értelemben vehe-
tõ és a geodétikus elvvel egyenértékû mozgásegyenlet következik a nem-
lineáris Einstein-egyenletekbõl.

Lánczos dolgozata51 Amerikában publikált kibõvített52 változatában
megállapította, hogy a kiterjedt test tömegét az energia-impulzus ten-
zornak a test belvilágában felvett értéke határozza meg. Ez mindenkép-
pen más konklúzió, mint az Einstein–Infeld–Hoffmann-dolgozaté.53 Erre
az elektromágneses energia-impulzus-tenzor egy tulajdonságát felhasz-
nálva példát mutat be és bizonyítja, hogy a kiterjedt rendszer, a „részecs-
ke” tehetetlen tömege szükségképpen csak pozitív lehet. A súlyos tömeg
értékét is kiszámítja és azt az Eötvös-törvénynek megfelelõen a tehetet-
len tömeggel arányosnak találja. Bár az arányossági tényezõ körülbelül
80%-kal nagyobbnak adódik nála a kívántnál, az eltérés tendenciájának
tapasztalati indokolásául megpróbálta felhozni Finlay-Freundlich akkori
fénysugár-elgörbülési méréseit. Ez a probléma azonban ebben az össze-
függésben mindmáig nyitott maradt.

A lényeg az, hogy bebizonyítja, a téregyenletekbõl a kiterjedt test
mozgásegyenlete is levezethetõ. Az eredmény azonban nem egyezik meg
azzal, amit a geodétikus elvbõl nyernénk! Ebben nyilvánulnak meg azok
az effektusok, amikre már korábban is rámutatott, hogy általános mozgás
esetére nehéz az energia-impulzus-tenzornak a test belsejében felvett ér-
tékét kitalálni, ennek meghatározását is a téregyenletekre kell bízni, más-
részt az ARE maga is hozhat új effektusokat.

A mozgásegyenlet leszármaztatása problémakörének lezárása ezután
azzal a megoldással következett be, hogy a kiterjedt forrásokra A. Pa-
papetrou kidolgozta a tömegeloszlás momentum-sorának közelítését.54

A pontszerû forrásokra L. Infeld és J. Plebanski – a Dirac-féle deltafügg-

51 C. Lanczos: Über eine invariante Formulierung der Erhaltungssätze in der allgemeinen
Relativitätstheorie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 59. (1930) pp. 514–539.

52 C. Lanczos: The Dynamics of a Particle in General Relativity. = Physical Review. Vol.
59. (1941) pp. 813–819.

53 A. Einstein – L. Infeld – B. Hoffmann: The Gravitational Equations and the Problem of
Motion. = Annals of Mathematics. Vol. 39. (1938) pp. 65–100.

54 A. Papapetrou: Equations of Motion in General Relativity. = Proceedings Physical
Society. Section A. Vol. 64. (1951) pp. 57–75.



vény disztribúcióelméleti megalapozása után – a deltafüggvénnyel végzik
el a mozgásegyenlet levezetését a téregyenletekbõl.55

Sajátos körülmény, hogy Infeld és Plebanski monográfiája, amelyet
tulajdonképpen az általános relativitáselmélet e problémakörének szen-
teltek a szerzõi, Lánczos Kornél eredményeirõl, módszerérõl és tételeirõl
egyáltalán nem emlékeztek meg.

Lánczos Kornél legnagyobb jelentõségû hozzájárulása az ARE kidol-
gozásához a mozgásegyenletek problémájának vizsgálatában született,
miként a fentiekben vázoltuk. Érdekes körülmény, hogy a problémakör
lényegét – és benne Lánczos teljesítményét – a relativitáselmélet nagy-
monográfiái közül csak J. L. Synge mûve56 méltatja jelentõségének meg-
felelõen. Synge Lánczost jól ismerte, éveken keresztül együtt dolgoztak a
dublini Institute for Advanced Studies falai között.

RELATIVITÁSELMÉLETI VÉGJÁTÉKOK:
LÁNCZOS ÉS A KLASSZIKUS EGYSÉGESÍTETT

TÉRELMÉLETEK

Az ARE keretében a gravitáció elmélete kibontakozóban volt a hú-
szas–harmincas években – mint láttuk. A klasszikus térelméletben, az
ARE hatása miatt az atomfizikában pedig a kvantummechanika lendüle-
tes kibontakozása (1927–1930) következtében fokozott érdeklõdés nyil-
vánult meg az elektromágneses jelenségeknek az általános relativitásel-
méletbe történõ lehetõ legtermészetesebb befoglalása iránt.

Nem árt felidézni, hogy ekkor még csak a gravitáció és az elektro-
mágneses kölcsönhatás volt ismert, az erõs és a gyenge csak a harmincas
évek közepétõl bonyolította a képet, végleges polgárjogot azonban csak
az ötvenes években szerzett. A modern egységesítési törekvések is csak
körülbelül azóta jelentõsek.

Az ARE a gravitációt az Eötvös-törvényben megfogalmazott tapasz-
talati tény alapján geometrizálta. Ez azt jelenti, hogy a gravitáció fizikájá-
nak kijelentései geometriai fogalmak segítségével fejezõdtek ki. Hamaro-
san, már Einsteinben is, felmerült az a gondolat, hogy meg kellene keres-
ni a geometriai keret megfelelõ bõvítésével – általánosításával – azokat a
térszerkezeti jellemzõket, amelyek az elektromágneses kölcsönhatás pa-
ramétereivel azonosíthatók lehetnek. (Ez a geometriai modell bonyolítá-
sa.) Ily módon az elektromágneses erõtér elmélete is geometrizálható
lenne, és ha az ARE kereteibe is beilleszthetõ lesz, akkor ugyanarra a

55 L. Infeld – J. Plebanski: Relativity and Motion. London, 1960. Pergamon Press.
56 J. L. Synge: Relativity, the General Theory. Amsterdam, 1960. North Holland. Publ. Co.



mintára készült elmélet a gravitáció és az elektromágnesség egységes
szerkezetû elméletévé válna. Nincs kizárva, hogy az egységesítési törek-
véseket az új elmélet új mondanivalója – ami várhatóan a klasszikus beté-
teken túlmegy majd – fog visszaigazolni.

A tõle megszokott módszerességgel vetette bele magát Lánczos ebbe
a kutatásba is. Elõször az elmélet geometriájának megváltoztatása nélkül
kísérletet tett arra, hogy az elektromágnességet a Riemann-geometria
természetes tulajdonságaként értelmezze.57 Erre az adott neki lehetõséget,
hogy észrevette: a gravitációs téregyenletek integrálása – ha azokat egy
alkalmas Hamilton-elv segítségével építettük fel – a kanonikus egyenle-
tekben egy szabad négyesvektor felléptéhez vezet, melyet egy mellékfel-
tétel kirovása – a hosszegységtõl való függetlenség (mértékinvariancia)
megkövetelése – után egy a Lorentz-feltételnek eleget tevõ fizikai vektor-
potenciállal azonosíthatunk. Ez aztán elvezet az elektrodinamika törvé-
nyeihez, ez jelenti az elektrodinamikának a természetes helyét a gravitáció-
elméletben (Lánczos kifejezése).

Lánczos késõbb érdeklõdéssel fordult ahhoz a felfogáshoz is, mely
Einstein nyomán a gravitáció és az elektrodinamika egységes térelméle-
tét úgy kívánja kiépíteni, hogy a geometrizáció programját követi. Ezt a
szemléletet követve sokat azt „a még egy további kölcsönhatást” úgy vél-
ték, és vélik ma is befogadni, hogy a téridõ dimenziószámát nyakló nélkül
növelik, és a hétköznapi gravitációs történést a hagyományos négydimen-
ziós altérbe utalják. Ezt az eredeti formájában – tehát a klasszikus meg-
nyilvánulásokra szorítkozva – hamarosan divatjamúlttá tette már az a kö-
rülmény is, hogy a 20. század végére több, a programhoz túl sok kölcsön-
hatás és túl sok részecsketípus vált ismertté. Ezek egységesítésére nem
elegendõ – vagy túl komplikált az eredeti program fegyvertára. Amikor
ezt mondjuk, Lánczos – és Einstein – konzervatív józanságára gondolunk,
akik sohasem adták magukat át a könnyû általánosításoknak. Ez a mér-
téktartás akkor értékelhetõ igazán, ha tudjuk, 1916 és 1950 között több
ezerre tehetõ egységes térelmélet látott napvilágot.

Lánczos több dolgozatban elemezte a „távoli párhuzamosság” („Fern-
parallelismus”) koncepciójával kidolgozott Einstein-féle egységes térel-
mélet, mint új térelmélet tartalmát és lehetõségeit.58 A téridõ geometriai
paramétereinek a szaporítását a négyes dimenziószám megõrzése mellett
úgy próbálta megoldani, hogy észrevette, az általános relativitáselmélet-
nek kidolgozható olyan új kanonikus formalizmusa,59 ami – a görbületek-

57 C. Lanczos: Elektromagnetismus als natürliche Eigenschaft der Riemannschen Geo-
metrie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 73. (1931) p. 174.

58 C. Lanczos: Die neue Feldtheorie Einstein. = Ergebnisse der exakten Naturwissen-
schaften. Vol. 10. (1931) pp. 97–132.

59 C. Lanczos: Ein neuer Aufbau der Weltgeometrie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 96.
(1935) pp. 76–106.



nek egy új, kvadratikus kifejezését feltételezve – a Hamilton-függvényben
vezet új paraméterekhez. Így jut a mechanikus feszültségtenzor mellett
egy elektromágneses feszültségtenzor bevezetésének lehetõségéhez.60

Lánczosnak erre a kutatási irányára úgyszólván azonnal felfigyelt
Einstein, aki csakhamar meghívta magához, hogy együtt munkálkodjanak
a megoldás keresésén (a dokumentum reprodukcióját lásd Marx György
cikkében).61 Közös publikációra azonban nem került sor, de több évtized-
re kiterjedõ baráti és tudományos levelezés lényegi együttmûködésrõl ta-
núskodik.

Lánczost sokáig foglalkoztatta a mozgásprobléma után ez a témakör.
Az új szituációra vonatkozó Einstein-egyenletek levezetése variációs-elv-
bõl, az a mozzanat, ahol az új geometriai szabadsági fokok megteremnek.
Ehhez a Riemann–Christoffel-tenzor tulajdonságait vizsgálta,62 majd a
feltételes variációfeladat idevágó formáját.63 Ezekkel tudta az elektro-
mágnesség szerinte természetes helyét kijelölõ klasszikus elmélet legfej-
lettebb alakját kidolgozni.64

Külön érdemes még kitérni Lánczos Kornélnak egy olyan eredmé-
nyére, mely 1942-ben sajátos egységbe igyekezett foglalni a gravitációt, az
elektrodinamikát és a kvantummechanikát is. Ez utóbbit természetesen
abban a szerepkörben, amit az az anyaghullámok – a de Broglie-hullá-
mok – vagyis az anyag kettõs természetének az elméleteként játszik, vagy
játszott annakidején. ’Anyaghullámok és az elektromosság’ címû65 tanulmá-
nyában azt a reményét fejezte ki, hogy az elektromosság és az anyag ket-
tõs természete „harmonikus természetességgel” foglalható az általános
relativitáselmélet keretei közé, ha feltételezzük, hogy az egész rendszer
olyan hatásfüggvénnyel írható le, amely a görbületi mennyiségek kvadra-
tikus alakja, és a világ stabilitását statikus helyett dinamikus értelemben
kell venni. Ekkor elérhetõ ugyanis az, hogy az elektromágneses jelensé-
gek az anyaghullámok másodrendû rezonancia-megnyilvánulásai lesznek.
Az elméletben az anyaghullámok egy átlagosan nagy görbületû térre

60 C. Lanczos: Electricity as a Natural Property of Riemannian Geometry. = Physical
Review. Vol. 39. (1932) pp. 716–736.; C. Lanczos: Zum Auftreten des Vektorpotentials
in der Riemannschen Geometrie. = Zeitschrift für Physik. Vol. 75. (1932) p. 63.

61 Marx György: Lánczos Kornél (1893–1974). = Fizikai Szemle 43 (1993) pp. 81–87.
62 C. Lanczos: Lagrangian Multiplier and Riemann Spaces. = Reviews of Modern Physics.

Vol. 21. (1942) pp. 497–502.; C. Lanczos: The Splitting of the Riemann Tensor. =
Reviews of Modern Physics. Vol. 34. (1962) pp. 379–389.

63 C. Lanczos: Lagrangian Multiplier and Riemann Spaces. = Reviews of Modern Physics.
Vol. 21. (1942) pp. 497–502.

64 C. Lanczos: Electricity and General Relativity. = Reviews of Modern Physics. Vol. 29.
(1957) pp. 337–350.; C. Lanczos: Electricité et relativité générale. = Cahiers de Physi-
que. Vol. 95. (1958) p. 247.

65 C. Lanczos: Matter Waves and Electricity. = Physical Review. Vol. 61. (1942) pp.
713–720.



szuperponálódó kis hullámhosszúságú gravitációs hullámokként értel-
mezhetõek. Mintha a téridõ „tófelszínén” atomi méretû hullámhosszúsá-
gú gravitációs hullámok sokasága fodrozódna és futna összevissza. Az el-
mélet jelentõsége ma már kétséges, a nagy szintézist nem ebben az irány-
ban keressük, mert a világ azóta sokkal komplexebbnek és ezért bonyo-
lultabbnak mutatkozott. Az elmélet szépsége azonban tagadhatatlan,
nemcsak egy olyan világot tükröz, amit egy kutató a történelem egy adott
pillanatában képes volt harmonikus egységben látni, hanem azért szép
különösen, mert az elmélet megalkotójának mintegy negyed évszázadnyi
kutatómunkájából minden eredmény szerves helyet kap benne.

*

Lánczos Kornél relativitáselméleti munkásságának területén a legfonto-
sabb eredményeket megpróbáltuk ismertetni. 1942 után is jelentek meg
tanulmányai ilyen tárgykörbõl, azonban mivel részben lezárulni látszott a
mozgásprobléma, a klasszikus egységesítõ térelméletek aktualitását a
kvantumelektrodinamika és a részecskefizika fejlõdése kérdésessé tette,
csak az általános relativitáselmélet és az elektrodinamika maradt az a te-
rület, melyben Lánczos a relativitáselméleti kutatásait folytatta.66 Anél-
kül, hogy ezekben a kutatásokban született eredményeket bármennyire is
kicsinyíteni akarnánk, mégis inkább azt emelnénk ki, hogy ebben az
irányban Lánczos ezután fõleg az einsteini alkotás,67 az általános relativi-
tás jelentõsége és az Einstein által olyan kimagaslóan képviselt – Lánczos
által is hitvallásszerûen gyakorolt racionális megismerési igény68 –, és a
geometriai térfogalom fejlõdésének bemutatásával felbecsülhetetlen pe-
dagógiai szerepet is betöltött.69

66 C. Lanczos: A remarkable property of the Riemann-Christoffel tensor in four dimen-
sions. = Annals of Mathematics. Vol. 39. (1938) pp. 842–850.; C. Lanczos: Lagrangian
Multiplier and Riemann Spaces. = Reviews of Modern Physics. Vol. 21. (1942) pp.
497–502.; C. Lanczos: Electricity and General Relativity. = Reviews of Modern Physics.
Vol. 29. (1957) pp. 337–350.; C. Lanczos: Electricité et relativité générale. = Cahiers de
Physique. Vol. 95. (1958) p. 247.; C. Lanczos: The Splitting of the Riemann Tensor. =
Reviews of Modern Physics. Vol. 34. (1962) pp. 379–389.

67 C. Lanczos: Albert Einstein and the Theory of Relativity. = Nuovo Cimento. Suppl. Ser.
X. Vol. 2. (1955) pp. 1193–1220.

68 C. Lanczos: Albert Einstein and the Cosmic World Order. New York, 1963. Inter-
science. 139 p.

69 C. Lanczos: Space through the Ages. London, 1970. Academic Press Inc. 320 p.; magya-
rul: Lánczos Kornél: A geometriai térfogalom fejlõdése. A geometriai fogalmak fejlõdé-
se Püthagorastól Hilbertig és Einsteinig. Bp., 1976. Gondolat. 323 p.



FOLYADÉKOK ÉS GÁZOK VISELKEDÉSE
A SÚLYTALANSÁG ÁLLAPOTÁBAN96

Az ûrkutatás megindulásának kezdetén, amikor elõször nyílt lehetõség
arra, hogy mesterséges égitestek fedélzetén lezajló viszonyokat megfi-
gyeljünk, igen gyakorta hangzottak el és jelentek meg írásban furcsa állí-
tások, vélemények a súlytalanság állapotáról, az állapot szimulációjának
lehetõségeirõl. E kérdések általános szempontból sem érdektelenek, hi-
szen a nagyközönség, a laikus világ számára ebben a tekintetben lehetett
hangulatos és bizarr újdonságokkal szolgálni. De fõként az élõ szerveze-
tek, kiváltképp az ûrhajósok felkészítése, a hosszú ideig tartó ûrutazások
komplex biztosítása céljából indultak meg mélyreható elemzések. Ezek
nyomában ma már technológiák várnak bevetésre a gyógyszeripar, a mik-
roelektronikai nyersanyagipar és ki tudná még felsorolni milyen termelési
szakágak területén. Hiszen az ûrtechnológia – a mesterséges égitestek fe-
délzetén kivételesen elõnyös körülmények anyagmegmunkálás céljaira
történõ hasznosítása – ma már csak pénzkérdés.

MIT MOND A FIZIKA A SÚLYTALANSÁG ÁLLAPOTÁRÓL?

Kezdjük a legfontosabb kérdéscsoporttal: a súlytalanság állapotának a
meghatározásával!

A súlytalanság állapota – ha hinni lehet az elnevezésnek – azt jelenti,
hogy valamilyen okból kifolyólag a súly hatását kiváltó tényezõk nem ér-
vényesülnek. Pedig legjobb tudomásunk szerint a súly az általános tö-
megvonzással van szoros kapcsolatban, ezért is hívják ezt a kölcsönhatást
gravitációnak. (A gravis latinul nehezet, súlyosat jelent.) Azt is tudni vél-
jük, hogy a gravitáció semmilyen módon nem kapcsolható ki. Ezért kell a
kérdést megválaszolandó a mechanika mozgástörvényeihez fordulnunk.

96 A tanulmány elõzménye az Andromeda 1993-as évfolyamában jelent meg (No. 9. pp.
3–9.)
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A mechanikában a mozgástörvényekrõl érdeklõdve olyan választ kapunk,
mely alapvetõ megállapításokig visszakanyarodva így kezdõdik.

A mechanika – és nyomában a fizika több más fejezete is – a kisze-
melt test mozgását inerciarendszerben írja le (különös elõszeretettel, bár
nem ijed meg attól, ha a feladat mást követel meg). Inerciarendszer az a
vonatkoztatási rendszer, amelyben az egyedülálló (magára hagyott), va-
gyis kölcsönhatásaitól elszigetelt test egyenesvonalú, egyenletes mozgást
végez. (Ez Newton elsõ axiómájának kissé kifordított formája, melyre a
vonatkoztatási rendszer kiválasztása miatt van szükség. Azért, hogy eb-
ben a vonatkoztatási rendszerben a nem egyenesvonalú, nem egyenletes
mozgást majd anyagi kölcsönhatásnak tudhassuk be.) Ha egy inercia-
rendszerben mégis nem ilyen – tehetetlenséginek nevezett – mozgást ta-
pasztalunk, hanem olyat, amelynél a sebesség nagysága vagy iránya, eset-
leg mindkettõ változik idõben, vagyis a mozgás gyorsul, akkor az csak a
kiszemelt test és más testek közti kölcsönhatás eredménye lehet. Ez
Newton második axiómája szavakban. Gyakorlatilag a mozgástörvény
blokk-sémában így írható:

(egyik test tömege) × (egyik test gyorsulása) =
= (az egyik testre a másik test által gyakorolt kölcsönhatási erõ).

A makroszkopikus világban a test és test közti kölcsönhatásnak szá-
mos közvetlen megnyilvánulása van (tolás, húzás, súrlódás), ezek jobbára
közvetlen érintkezés során tevõdnek át egyik testrõl a másikra. A mikro-
szkopikus világ azonban arról tudat, hogy távolbaható erõátvitelek is van-
nak (ezek elsõ megismert változata a newtoni tömegvonzás az égimecha-
nikában), amelyek viszont csak a gravitációs, az elektromágneses, a (nuk-
leáris) erõs és a gyenge kölcsönhatás típusai által valósulhatnak meg.

Maradjunk az általános tömegvonzás eseténél! Ez olyan kölcsönha-
tás, melynek során minden anyagi test vonzást gyakorol minden más
anyagi testre, a szereplõ testek „kémiai” összetételétõl függetlenül. Ezért
lett általános. Tömegvonzás pedig azért, mert a kiváltott hatás a szerep-
lõk tömegével arányos nagyságú. (Lásd: 1. sz. betétrészt). Az elemi tör-
vényt Newton az égmechanika Kepler-féle törvényeinek értelmezése so-
rán vezette be. Kiterjedt testekre az elemi törvénybõl felépíthetõ a konk-
rét esetre vonatkozó megállapítás. Fontos azonban, hogy a mozgástör-
vény, a tehetetlenséget jellemzõ tagjában az mt tehetetlen tömeget vezeti
be a törvénybe, míg az erõtörvényen keresztül a test kölcsönható képes-
ségét jellemzõ mg gravitáló tömeget. Ugyan mindkettõben bujkál, hogy
kétszer-háromszor nagyobb anyagmennyiség kétszer-háromszor nagyobb
tehetetlenségû, illetve kétszer-háromszor nagyobb gravitációs hatás kibo-
csátására vagy elszenvedésére képes, mégis izgalmas kérdés, vajon ho-
gyan függ – ha egyáltalán függ – a két „állandó” a kémiai összetételtõl.
Mert hogy a test alakjától függhet, az magától értetõdõ. Gondoljunk csak



a kavics és a papírlap esetére! Itt
nyilván az alak fontosabb kapcsola-
tot teremt más jelenségcsoportok-
kal (aerodinamikával pl.), mint a
tulajdonképpen vizsgált összefüg-
gés, ezért a kérdéses hatást ügyet-
len alakválasztással akár el is fed-
hetjük.

Ennek a fontos ténykérdésnek a
kísérleti eldöntésével már Galilei is
foglalkozott. Tegyük fel, hogy a pi-
sai Ferde Toronynál tényleg elvé-
gezte az alábbi kísérletet, amit per-
sze csak a hagyomány hoz kapcso-
latba a toronnyal. Le kell ejteni a
legfelsõ emeletrõl egyszerre egy cso-
mó testet, kavicsot, gombot, üveg-
gyöngyöt, csontot, barackmagot, fa-
darabot, vasdarabot. Meg kell vizs-
gálni, hogy földre eséskor egy kop-
panást hallunk-e vagy puskaropo-
gáshoz hasonló koppanássorozatot.
A hagyomány szerint gyakorlatilag
egy koppanás észlelhetõ – hacsak
eléggé koncentráltak a tárgyak, nincs
köztük vékony lemez. A II. betét-
rész alapján tudjuk, egy koppanás
annyit jelent, hogy az mg/mt arány
nem függ az anyag kémiai összeté-
telétõl. Közvetlenebb állításként: a
g* az anyagi minõségtõl független.

A Galilei-kísérlet ma elvégezhe-
tõ a pisai Ferde Torony nélkül egy
toronyháznak mondjuk a tizedik
emeletérõl is. Könnyû kiszámítani,
hogy mennyi idõ alatt kell leesniük
a tálcára rakott és kiborított külön-
bözõ anyagból készült testeknek:

t s g� 2 / .

Itt s az ejtés során megtett út, g a nehézségi gyorsulás. Bizonyára nem
tudja az ember olyan egyszerre indítani a testeket, hogy az idõmérés so-
rán a pontosság kielégítõ legyen.

I. BETÉTRÉSZ
Az általános tömegvonzás elemi

törvénye

Két test között a tömegvon-
zás következtében vonzerõ lép
fel, mely a testek m1 és m2 gra-
vitáló tömegeivel egyenesen ará-
nyos, a köztük levõ távolság
négyzetével fordítva arányos:
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ahol f a newtoni gravitációs ál-
landó, értéke:

f N m kg� � �� �6 67 10 11 2 2,

F az erõ abszolút értéke
(nagysága), az erõ maga a teste-
ket összekötõ egyenes irányába
mutat. Magától értetõdik ez az
elemi törvény akkor értelmes
egyáltalán, ha az m1, ill. m2 tö-
meg a köztük lévõ r távolsághoz
képest kicsiny méretû, mondjuk
d1, ill. d2 úgy, hogy:
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1 21 144 44 .



Így volt ez a fizika története folyamán. Mert a témát különbözõ meg-
közelítésekben, tehát nem mindig ejtési kísérlettel, hanem ingákkal, fõleg
torziós (csavarási) ingákkal vizsgálták mások is. A mérföldköveket felso-
roljuk: Henry Cavendish, Bessel és Hagen, Eötvös Loránd, Renner János
és R. H. Dicke. Az eredmény, hogy ha van is eltérés a test mg súlyos és mt

II. BETÉTRÉSZ
A szabadon esõ test mozgástörvénye

Newton második axiómája szerint a test mt tehetetlen tömege és az a
gyorsulás szorzata azzal az erõvel egyenlõ, amely a kölcsönhatás so-
rán a mozgásállapot megváltozását okozza:

mt a = F.

A tömegvonzásból eredõ erõ pl. a Föld felszínén:

F m g g f
m

Rg

g
� ��, ,ahol 2

2

R a Föld sugara, mg a a test, mg2
a Föld gravitáló tömege. Így:

mt a = mg g

a szabadon esõ test mozgástörvénye a Föld felszíne környékén. Ebbõl:
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és a szabadesés útképlete:
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vagyis s a t idõ alatt, kezdõsebesség nélkül megtett út. Kérdés: függ-e
az anyag kémiai összetételétõl a szabadesés? Függ-e az, hogy ugyan-
ezt az s útdarabot mekkora idõ alatt futja be különbözõ anyagi minõ-
ségû test? Erre ad választ Eötvös Loránd megállapítása: Nem függ,
tehát minden testre univerzálisan

m univerzális állandó mg t� .( ) ,

mely állandó úgy univerzális, hogy nem függ mérettõl, kémiai összeté-
teltõl, földrajzi helytõl. Ezért az arányossági tényezõ az mg és mt cél-
szerû mértékrendszerének megválasztásával numerikusan egységnyivé
tehetõ. Ebben áll Eötvös Loránd törvénye a testek súlyos és tehetet-
len tömegének kapcsolatáról.



tehetetlen tömege között, akkor az az (mg–mt) különbség mondjuk az
mg-hez viszonyítva, nem lehet nagy, hanem a mérések tanúsága szerint:

m m

m

Eötvösnél

Dickenél

g t

g

�
5

+

,
��

-
�
�

1
10

1
10

9

11

,

.

Így megállapíthatjuk, hogy egymilliárdodrész hibahatárral Eötvös ta-
pasztalata szerint, illetve egyszázmilliárdodrész hibahatárral Dicke tapasz-
talata szerint a testek súlyos és tehetetlen tömege a kémai összetételüktõl
független. Tehát minden test ugyanúgy gravitál. Ezt nevezhetjük Eötvös
törvényének, amit ugyan õ így nem mondott ki, de aminek kísérleti bizo-
nyításában óriási szerepet játszott. S most látni fogjuk, hogy Eötvös tör-
vénye milyen szerepet játszik a súlytalanság állapotának létrejöttében.
A súly ugyanis a gravitáció megnyilvánulása.

Kezdjük a pontosan gömb alakú, nem forgó, egyenletes tömegelosz-
lású földmodellel! Ekkor a felszínen lévõ m tömegû testre

S mg fm
M
R

� � 2

erõ hat, ahol M a Föld tömege, R a Föld sugara. Az S iránya a Föld kö-
zéppontja felé mutat.

Ha a Föld forog a tengelye körül, akkor az S súlyerõ a G gravitációs
vonzás és az Fc röpítõerõ eredõje:

S G Fc� �

� �F m Rt� cos .6 72

Az S már nem mutat többé a
középpontba, mert az Fc a forgás-
tengelyre merõleges. De G a sú-
lyos, F a tehetetlen tömeggel ará-
nyos.

Ám Eötvös törvénye miatt min-
den testre az összegezés ugyan-
olyan arányú vektorokból hajtandó
végre, ezért a súly a forgó Földön
sem lesz függvénye a kémiai összeté-
telnek.



A SÚLY KIKÜSZÖBÖLÉSÉRE SZOLGÁLÓ
CSELES ELJÁRÁSOK

A súly és mozgás kapcsolatának felderítésére felsorolunk néhány kísérle-
tet, melyek némi gondossággal elvégezhetõk otthon is. Tanulságaik azon-
ban rendkívül mélyek.

1. Helyezzünk egy asztalra egy téglát, rá selyempapírt, majd újból
egy téglát. Ezután állapítsuk meg próba útján, hogy a selyempa-
pír nem húzható ki a téglák közül a papír sérülése nélkül. De ha
a téglaépítményt kézbe vesszük, a papírt a társunk megfogja, mi
pedig az építményt elejtjük, nos, a papír akkor könnyedén kihúz-
ható a téglák közül!

Tanulság: a felsõ tégla az alsóra támaszkodik a tömegvonzás
miatt, az alsó ennek ellenáll az asztal miatt – a papír beszorul.
Szabadeséskor mindkét tégla azonos módon esik szabadon, egy-
mást nem nyomják, a papír nem szorul be. A szabadon esõ test
nem nyomja súlyával a szabadon esõ támaszát.

2. A második kísérletben egy szekrény szélén állítsunk fel az ábra
szerint egy mérleget. Az egyik karjára akasszunk fel egy cérnaor-
sót, rajta sok cérnával, de elõbb a cérna egyik végét rögzítsük a
mérleg karjához. Az orsót egy másik fonallal, melynek tömege vi-
tán felül kisebb az orsó és a cérna tömegénél, rögzítsük a mérleg
karjához és egyenlítsük ki a mérleget a másik oldalon lévõ serpe-
nyõbe helyezett súlyokkal! Égessük el az orsót felfüggesztõ fona-
lat és figyeljük meg, mi történik!

A felszabadult orsó esne lefelé, de ebben a rátekert cérna –
aminek vége a mérleg karjához van kötve –megakadályozza.

Így az orsó csak pörgés útján szabadíthat fel cérnát az eséshez.
Az orsó tehát gyorsuló mozgást végez ugyan, de nem szabad-
esést. A tapasztalat szerint az egyensúly felborul, az esõ orsó
könnyebbnek bizonyul.

3. Vermes Miklós tanár úr látványos kísérlete mutatja a gyorsuló
mozgás és a nehézségi erõ kapcsolatát. Készítsünk elõ csírázta-
tásra két tányérban magokat (borsó, búza, stb.). Az egyiket hagy-
juk az asztalon, a másikat pedig helyezzük állandóan mûködõ le-
mezjátszó tányérjára (de ne a sötétben!) Figyeljük meg nap mint
nap, lesz-e különbség a két telepítmény között.

Aki elvégzi a kísérletet, látni fogja, hogy míg az asztalon álló
magvak szabályosan felfelé (függõlegesen) hajtanak, addig a for-
gó tányéron ferdén, annál meredekebben a centrum felé hajolva
hajtanak, minél távolabb vannak a forgás középpontjától.

Tanulság: A felfelé-lefelé irányt a g nehézségi gyorsulás tûzi ki.
Ezt meg lehet zavarni – hála Eötvös törvényének – egy kis forgás-



sal, mert ezáltal a tömegvonzáshoz egy kis röpítõerõ is hozzáke-
veredik. Ettõl a „mesterséges gravitációtõl” érzik a csírahajtások,
hogy máshol van a lefelé.

*

A felsorolt kísérletek fõ tanulságát összegezve megállapíthatjuk, hogy
olyan vonatkoztatási rendszerekben, amelyek nem inerciarendszerek, fel-
lépnek ún. tehetetlenségi erõk, melyeknél a kölcsönható partner nem lát-
ható közvetlenül.

Álló lemezjátszó tányérja, vízszintezve, lehet inerciarendszer. A rá el-
helyezett pingponglabda állva marad – megõrzi egyenesvonalú egyenletes
mozgásának állapotát (nulla sebességgel). De ha a forgó lemeztányérra –
ismét vízszintezés után – tesszük a labdát, az nem fog egyenletes egyenes-
vonalú mozgást végezni (tessék ellenõrizni), hanem görbevonalút. A súr-
lódás miatt elindul – ez nem olyan nagy baj – de késõbb mindig a forgás-
tengelyre és a pillanatnyi sebességre egyaránt merõleges irányba térül el
(Coriolis-erõ).

Súlytalanság állapota tehát így képzelhetõ el: úgy kell mozogni gyor-
sulva, hogy az ezáltal ébredõ tehetetlenségi erõk a gravitációs kölcsönha-
tásból származó erõt közömbösítsék.

A súlytalanság tehát nem statika, hanem dinamika. Nem amolyan
Verne Gyula-féle egyetlen pont a Föld és a Hold között, ahol a Föld által
egy testre kifejtett tömegvonzás ugyanakkora, csak éppen ellenkezõ irá-
nyú, mint a Hold által kifejtett tömegvonzás. Súlytalanság tehát elérhetõ
itt a Földön is. Csak éppen... jól kell mozogni hozzá.

Például: szabadon kell esni. Ha ez rövid ideig tart, alig vesszük észre.
De tapasztalhatjuk, amikor a legfelsõ emeletrõl hirtelen elindul a lift. A lift
késõbb egyenletesen (gyorsulásmentesen) mozog, csak induláskor lépnek
fel a súly hatását csökkentõ tehetetlenségi erõk. (Ezért érezzük, hogy belsõ
szerveink, mintha súlyukat vesztették volna, felfelé igyekeznek. Hasonló,
csak éppen ellenkezõ hatást vált ki, ha a lift hirtelen megáll.)

A klasszikus, az igazi súlytalanság persze a Föld köré telepített ûresz-
köz fedélzetén mutatkozik meg. Hiszen az ûreszköz pályamenti sebességét;
(gyorsuló) vonatkoztatási rendszerében úgy határozzuk meg, hogy a Föld-
nek az ûreszközre gyakorolt vonzási erejét egy gyorsuló mozgás, az egyen-
letes keringés során ébredõ röpítõ erõ (centrifugális erõ) egyenlítse ki. Egy
állítás: ekkor az ûreszköz körpályán kering a Föld körül. Másik állítás: az
így keringõ ûreszköz fedélzetén nem hat erõ (az elsõ állítás miatt).

Az magától értetõdõ, hogy ez a gondolatmenet a gravitáció és a tehe-
tetlenségi erõk egymást kiegyenlítõ szerepérõl csak véges méretû – és en-
nél fogva véges idõtartamú – térbeli (és idõbeli) tartományra teljesül. Er-
rõl meggyõz azonnal az a feladat, amelyben egy hosszú kabin merõlege-



sen áll a középpontját a Föld középpontjával összekötõ egyenes irányára.
A kabin mozoghat úgy, hogy a középpontjában teljesüljön a kiegyenlítõ-
dés. De ha elég hosszú a kabin, a két végén a gravitációs erõknek lesz a
kabin hossztengelye irányába mutató összetevõje is, amit a kabin mozgá-
sával már nem lehet kiküszöbölni.

JELENSÉGEK A SÚLYTALANSÁG ÁLLAPOTÁBAN

Tegyük fel, hogy beállt a súlytalanság állapota abban a kabinban, ahol
most a kísérleteinket végezzük. (Nem árt tudni, de nem okvetlenül kell
meggyõzõdni róla, hogy a kabin úgy mozog, hogy a tehetetlenségi erõk a
gravitációs hatást közömbösítsék.)

1. Nincsen nehézségi gyorsulás, azaz van ugyan, csak nagysága ép-
pen nullával egyenlõ a röpítõ erõ miatt. Nincsen tehát olyan fizi-
kai hatás, ami kitûzné a „lefelé” irányát! Nincsen szabad esés, mert
a g nulla, ezért az elejtett tárgyak esése nem tûzi ki a lefelé
irányt. (Az ûrhajós bármely testhelyzetben egyformán jól – vagy
rosszul – érzi magát).

2. Ennek szigorú következménye, hogy nincsen úszás. Hiszen Ar-
khimédész törvénye szerint az úszó testre akkora felhajtóerõ hat,
amekkora a kiszorított folyadék súlya. A súly a g-vel arányos, a g
nulla, nincs súlya a kiszorított folyadéknak.

3. Az edényben lévõ víznek, folyadéknak megváltozik a szabad fel-
színe. Ez a normális földfelszíni állapotban a ható erõk eredõjére
merõleges. Nyugvó folyadéknál ezt tekintjük vízszintes-nek. Súly-
talanság állapotában nincs mire merõlegesen beállni. A g eltûnik
és udvariasan átadja helyét az edény és a folyadék közötti kapil-
láris erõknek (lásd alább).

4. Ebbõl kifolyólag nem lehet fedetlen tartályban folyadékot tárol-
ni, nem lehet egyszerûen kancsóból pohárba önteni.

Az ûrhajósok itatása csak nyomásra spriccelõ edénybõl, „cuc-
lis-üvegbõl” lehetséges.

5. Nincsen g, megszûnik az anyagok fajsúly szerinti rétegzõdése.
Például testünk által felmelegített levegõ nem áramlik fel (merre
van a fel?) magától. Az ûrhajós külsõ ventiláció nélkül megfõne
saját párájában.

6. Nincsen g, megszûnik a fajsúly szerinti ülepedés. A por nem hul-
lik lefelé (merre is van a lefelé?).

7. Nincsen g, ezért a súlyok összehasonlító mérése (súlynak súllyal
való kiegyenlítése) a súlytalanság állapotában nem lehetséges. Az
ûrhajósok számára más elvû mérési eljárást kell kidolgozni!

A felsorolt hatások – ha úgy vesszük – nemcsak humorosak, hanem a



fedélzeti életben kényelmetlen (olykor veszélyes) helyzeteket okozhat-
nak, vagy pedig kivételes technikai lehetõségeket rejtenek magukban.
Vegyünk sorra ezek közül néhányat!

*

A súlytalanság állapotában nincsen úszás, nincsen hõkonvekció.
Más kölcsönhatások segítsége nélkül nincs úszás, nincs fajsúly szerin-

ti rendezõdés. De akkor nincs porkihullás sem. Képzeljük el az ûrhajóst,
amint villanyborotvával borotválkozik, amint tüsszent! Amint a kísérlet
kedvéért gyertyával világít.

A gyertya lángja ugyanis azért olyan alakú, amilyen, mert a lángban
hõtermelõ kémiai reakció zajlik le, ezt kíséri a fény, ettõl melegszik fel a
láng környezete, ettõl emelkedik fel (g� 0) a meleg levegõ, viszi el az
égésterméket és adja át a helyét az oxigéndús új levegõnek. A felfelé
áramlás pedig kialakítja a láng alakját. Súlytalanságban – és mellesleg
szélcsendben – a gyertya lángja csak addig kap oxigéndús levegõt, amíg a
diffúzió errõl gondoskodni tud. Ha nincs hõkonvekció, a meleg levegõ
nem áramlik fel (g=0), a láng lényegében gömb alakú marad (amíg ég).
A láng oxigénellátása veszedelmesen lecsökken, a láng kialszik.

FOLYADÉK ÉS TARTÁLY VISZONYA
A SÚLYTALANSÁG ÁLLAPOTÁBAN

A súlytalanság állapotában fõszereplõvé válik a folyadék és a tartály kap-
csolata. A folyadék részecskéi közti vonzódás a kohézió, a folyadék és a
tartály részecskéi között az adhézió játszik szerepet. Normális állapotban
a nyugvó szabad felszín a kohézió-adhézió diktálta viszonyok közé csak
vékony csövekben, kapillárisokban
(hajszálcsövekben) kerül, egyébként
a nyugvó folyadék szabad felszíne a
g-re merõleges, legfeljebb a tartály
falához érve felkúszik – ha a falat
nedvesíti, az adhézió nagyobb mint
a kohézió – vagy legörbül – ha a fa-
lat nem nedvesíti, az adhézió ki-
sebb mint a kohézió. Nagykereszt-
metszetû tartály esetén már nem is
vesszük észre az ilyesmit.

Azt várjuk, hogy egy zárt edény-
be helyezett folyadék viselkedése –
ha még marad egy kis szabad térfo-



gat – a mellékelt ábrán látható két szélsõséges esetet valósítja meg a Föl-
dön, nyugalomban. Súlytalansági állapotban, pl. szabadesés közben, a
helyzet megváltozik.

Akár hátborzongató is lehet, ha a súlytalanság állapotában a kiömlési
törvények nem mûködnek (ha a g-meghajtás helyett valami más, szi-
vattyú, szív (!) nem játszana fontos szerepet).

*

Példa mérlegre, mely a súlytalanság állapotában is mûködik (csak néhány
extra felszerelés kell hozzá).

Képzeljük el, hogy az indítás narkózisából felébredõ ûrhajós meg-
szomjazik. Az írásos cselekvési programban azt olvassa, hogy ilyenkor
100 g kakaót fogyaszthat. De körültekintve látja, hogy ezt nem készítet-
ték, nem mérték ki neki. (Ez egyébként kizárt dolog!) S amilyen pech, az
elõírásokból az összefûzéskor kimaradt a mérési utasítást tartalmazó lap
is. (Bizonyára Swift Gulliverjének híres Laputabeli ûrhajósközpontja ter-
vezte a kísérletet.) Az ûrhajós minden reménye a szerszámosláda.

Talál is benne két rugót, ismeretlen D1 és D2 rugóállandóval, egy tál-
kát kampókkal a rugók illesztéséhez, és egy stopperórát meg egy köny-
vecskét, melyre rá van írva a kolofonnál: „Ez a kötet 100 g tömegû”.

A jól képzett ûrhajós rögvest cselekedni kezd. A tálkára illeszti a ru-
gók egyik végét, a másikat a falra (éppen talál két kampót, éppen feszes
az elrendezés). A rezgõ rendszert mozgásba hozza, megméri terheletlen
állapotban a rezgésidõt (T1). Teherként ráerõsíti a kis könyvecskét, és
megméri így is a rezgésidõt (T2). (Erre a rugóállandók ismeretlen volta
miatt van szüksége.)

Majd a könyvecske helyére illeszti a könnyû zárható zacskót, és pró-
bálgatással addig spriccel bele (belõle) kakaót, míg ezzel a teherrel is T2

lesz a rendszer rezgésideje. Ekkor – a III. betétrész levezetésében bízva –
jóízûen elfogyasztja innivalójának kimért porcióját.



ÁLTALÁNOS TANULSÁGOK

A) A súlytalanság állapota dinamikai állapot, a súlyos és a tehetetlen
tömeg közti Eötvös-féle univerzális kapcsolaton múlik. Ezért
nem érezzük itt a Földön a Nap vonzóerejét, mert az a Földre is
ugyanúgy hat. (Mi a Napra vonatkozóan a súlytalanság állapotá-
ban vagyunk!)

B) A súlytalanság állapotára az ûrhajósok szervezetét fel kell készí-
teni. Nem számíthatunk ugyanis arra, hogy mindenki azonnal ké-
pes e viszonyokhoz alkalmazkodni. Az edzést azonban természe-
tesen legtökéletesebben a súlytalansági állapot elõállításával le-
het végezni. (Persze, tréning során rövid idõkre.) Ennek nem az
az alkalmas módja, hogy az ûrhajóst egyre magasabb ejtõtorony-
ból lökjük ki. Kíméletesebb olyan repülõgép fedélzetén utaztatni a
jelölteket, amelyik ideig-óráig Kepler-pályán mozog (nem csak
helyileg, hanem dinamikailag is).

III. BETÉTRÉSZ
Mérés rugós mérleggel a súlytalanság állapotában

A rugókkal a mozgásegyenlet:
ma D x D x

ma D x D x
1 1 1 2 2

2 2 2 1 1

�� �

�� � .

Az egyes rugó végének a gyorsulása a1, ami a kettes rugó végé-
nek az a2 gyorsulásával kifejezve: a1 = –a2. A két egyenletet egymás-
ból kivonva:

� � � �m a a D x D x1 2 1 1 2 22� �� �

az átrendezés miatt

� �ma D D x D L1 1 2 1 2� � � ,

ami olyan rezgési egyenlet, amelyben

2 2
1 2
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Ha T1 terheletlen m1 tömegû, T2 a terhelt (m2 = m1 + 100g) tömegû
rezgõrendszer rezgésideje:

m
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T
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2
2

1
2

100�
� .



C) Súlytalanság szimulációja sós vízben, úsztatással? – Nos ez nem a
súlytalanság szimulációja. Úsztatáshoz g� 0 kell, akkor ez lebe-
gés, hála a kiszorított sós víz súlyának. Viszont támasz nélküli le-
begés gyakorlására bizonyára nem rossz.

D)
Ejtõtornyos kísérletekkel t

s
g

�
2

ideig lehet súlytalanság állapo-

tát elõállítani. Itt s az ejtõtorony magassága. Ez 100 m magas to-
ronynál is alig négy-öt másodperc, amibõl az indulás utáni és ér-
kezés elõtti (fékezési) idõk mint szükséges, de nem kívánatos
tranziens folyamatok, jócskán elvesznek. Ráadásul az ilyen – Ba-
zilika-magasságú – torony rezeg, az esés a g-t lecsökkenti, de át-
veszi a torony parazita rezgéseinek gyorsulását. Ma már ezért az
ejtõtornyok lassan kimennek a divatból.

E) A g=0 esetén megszûnõ úszás és hõkonvekció ideális körülmény
nagy méretû kristályok növesztésére (egyenletesebb hõkezelés biz-
tosítható), ami iránt a híradástechnika érdeklõdik. De az egyéb-
ként egymásban nem oldódó, egymással nem keveredõ anyagok
ötvözetei, hegesztési varratai is „könnyen” elõállíthatók a súlyta-
lanságban. Eziránt a gyógyszergyártás érdeklõdött.

F) Az élõ szervezetek reakcióinak tanulmányozása is igen fontos.
Az életfontosságú nedvek áramlása a testben – biztos, ami biztos
– tapasztalati úton vizsgálandó. De érzékszerveink is valamilyen
módon csatoltak ahhoz a körülményhez, hogy végül is „felálltunk
hátsó lábunkra”. Egyensúlyi szervünk kétségkívül g-érzékeny. Tes-
tünk mozgatása során a súlyerõvel szemben végzünk munkát, ez
jelent olyan kapcsolatot is, ami a bõrfelületre nehezedõ nyomás,
az izmok munkavégzése és az anyagcsere-folyamatok útján egé-
szen a csontszerkezetig hatol (pl. befolyásolódik a szervezet mész-
háztartása).97

G) Az élõvilág velünk együtt a g� 0 körülményei között, a „súlyos”
világban fejlõdött ki. Nemcsak önmagukban lehetnek érdekesek
olyan vizsgálatok, amelyek azt tanulmányozzák, hogy mi a szere-
pe a g-nek pl. a pókok életében. Egy diáklány ötlete nyomán a
Skylab legénysége megvizsgálta, hogyan reagál Arabella, a pók, a
súlytalanság állapotára. Eltekintve attól, hogy könnyebb a pók-
nak g� 0 esetén hálót fonni, némi átállási idõszak után Arabella
zavartalanul „mûködött” g=0 mellett is.

97 Az utóbbi megjegyzés miatt van szükség arra, hogy hosszabb mûholdas ûrmissziók során
az ûrhajósok izomzata speciális tornákkal pótolja a földön járás gondtalan edzési „mun-
káját”. De szó lehet arról is, hogy más ûrprogram esetén speciális „rugós ruhák” fejtsék
ki azt a tornáztatást, amit a tartós súlytalanság miatt egyébként elvesztenének.



ISMERKEDJÜNK MEG A FÖLD
LÉGKÖRÉVEL!98

Az alábbiakban megpróbálunk áttekintést nyújtani a földi légkör egyes
alapvetõ fizikai és dinamikai tulajdonságairól. Tisztában vagyunk azzal –
és a T. Olvasó figyelmét külön felhívjuk arra –, hogy ez az áttekintésünk
csak bevezetõ, szükségképpen közelítõ jellegû. Írásunk terjedelmi korlátai
ellenére azt hisszük, némi haszonnal fog járni, ha figyelmesen elolvassák
– ez vezetett a cikk megírására. Miközben ezt tettük, nem tudtunk ellen-
állni, hogy ne leskelõdjünk más égitestek légkörének sajátságaira is.

Célunk, hogy a szerzett ismereteink alapján jobban értsük a légkör
folyamatait – általában is, és konkrétan a Földön is. Nem utolsó sorban
célunk, hogy a megértést követõen tisztában lássuk a földi légkör antro-
pogén vonatkozásait, talán ártalmait is. S akkor legalább tanácsokat fo-
galmazhatunk meg vagy tán megérthetünk ilyeneket. Persze, semmiféle-
képpen nem törekedhetünk a teljességre. Mint meglátjuk, a légköri folya-
matok olyan bonyolultak, hogy megértésük egyetlen kiszemelt szakma
eszközeivel sem érhetõ el kizárólagosan. S akkor pedig tanulságként a bé-
kés együttmûködés alázatos szolgálójának taktikájára leszünk szorítva a
szakmák körében, ha azt kívánjuk, hogy az ember megérthesse a folya-
matokat és ezáltal eldönthesse, hogy a maga és kollektív, azaz: össz-
emberi üdve érdekében mit hogyan kell tennie.

E nemes célok érdekében fogunk munkához és intünk minden Tisz-
telt Olvasót arra, hogy a jelenségek valójában sokkal bonyolultabbak,
mint ahogyan az az alábbiakból kitûnik.

A FÖLDI LÉGKÖR MECHANIKÁJA

A földi légkör magától értetõdõen a Föld nevû égitestet burkoló légnemû
halmazállapotú anyag. Mechanikai szempontból kérdezhetjük:

98 Abonyi Iván: Ismerkedjünk meg a Föld légkörével! Kézirat. Egy Egerben tartott elõadás
alapján, mely az Eötvös Loránd Fizikai Társulat ülésén hangzott el.



1. A gáz milyen részecskékbõl áll?
2. A gázréteg milyen magasságig tart, hol van a „légkör” felsõ hatá-

ra”?
3. Statikus, stacionárius vagy éppen dinamikusan változó-e a lég-

kör? Milyen természetû erõk tartják a Földhöz kötve?
A légkör kémiai összetétele, nem igazán fizikai kérdés – errõl késõbb

beszélünk.
Az elsõ kérdésre adandó válaszban érdemes az elsõ közelítésnél ma-

radni. Feltesszük – bár tudjuk, hogy ez túlzás –, hogy a légkör egyetlen
komponensbõl álló gáz (már ami a mechanikai-dinamikai kérdéskört ille-
ti).

Hogy a légkör atomos (vagy molekuláris), szóval diszkrét tömegpon-
tok „végtelen” serege – és nem egy folytonos közeg –, az a XIX. század
végén vált ismertté, amikor Ludwig Boltzmann és Lord Rayleigh nyomán
kiderült, az égbolt kék színe a légkör atomjain-molekuláin szóródó nap-
fény eredménye, az atomok jobban szórják a kék színt mint a vöröset,
mert a kék fény hullámhossza közelebb esik az atomok méretéhez, mint
a vörösé.

Akkor tehát vegyünk egy átlagos atomot, mely azért átlagos, hogy a
konkrét levegõkeverék atomjainak-molekuláinak átlagos megjelenítõje
legyen.

A második kérdésre adandó válaszhoz abból indulunk ki, hogy egy
gázréteg legalábbis stacionárius egyensúlyi eloszlásáról van szó, ami a
Föld nehézségi erõterében alakul ki. Ennek az egyensúlynak a feltétele a
hidrosztatika alaptörvénye:

� �
� �

� �
a nyomásváltozás

sûrûség
nehézségi erõ� ,

ahol is mindkét oldalon a tömegegységre ható erõ szerepel. Megmutatjuk,
hogy ebbõl megadható a sûrûség, ill. a nyomás eloszlása a magasság sze-
rint, hacsak a gáz termikus viselkedésére még egy állapotegyenletet is
megadunk. Állapotegyenletként a legolcsóbbal kísérletezzünk, abban az
értelemben a legolcsóbbal, hogy ne kelljen még további törvényt is moz-
gósítani. Ez elérhetõ akkor, ha a gáz a Boyle–Mariotte-törvénynek tesz
eleget, vagyis állapotváltozását izotermikusnak tételezzük fel, vagyis az
egész gáztömeg azonos hõmérsékletû.

Igazából persze ez nem (mindig) helytálló. Akinek nem tetszik, jár-
jon utána, mi is lesz akkor, ha a gáz az ideális gáztörvénynek tesz eleget,
vagyis a p nyomás és a 3 sûrûség a T abszolút hõmérséklettel, a 

Boltzmann állandóval és a részecske m tömegével kifejezve a

p
m

kT
3
��

1
.



Ezáltal kereshetünk a T meghatározására a termikus viselkedést leíró
törvényt is. Vigaszként utalunk arra, hogy igazságbajnokoknak úgy sincs
megállásuk, mert az ideális gáztörvény az ideális, tehát nem a valódi, reá-
lis gázokra vonatkozik. De mindezeket a problémákat most hagyjuk el
egyelõre, tartogassuk a T. Olvasó önálló búvárkodása számára.

Tehát izoterm gázfolyamatokra a mechanikai egyensúly törvénye:
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és az állapotegyenlet:
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ahol � a gravitációs állandó, M a Föld tömege, m az átlagos molekula tö-
mege, r a kiszemelt gáztérfogat távolsága a Föld középpontjától, 3 a gáz
sûrûsége, 3 a nyomása, k a Boltzmann-állandó, T a most állandónak fel-
tételezett abszolút hõmérséklet. A két egyenletbõl
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adódik, ami alkalmas a � �3 3� r függvény meghatározására. Az (1) egy
differenciálegyenlet. A megoldás kényelmes útját ajánljuk: tessék behe-
lyettesítéssel igazolni, hogy (1) megoldható (kielégíthetõ) a
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(2)

függvénnyel, amiben 3o és ro állandó paraméterek. Legyen ro a Föld
(mint gömb) sugara, és

r = ro + h,

ahol h a földfelszíntõl mért magasság. Akkor (2)-ben a kitevõ:
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Itt a zárójelben
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ha h << ro. Ezáltal a kitevõ átírható:



� �Mm
kTr

h
r

Mm
kTr

h
o o o

1 1� �
�

�
��

�

�
��� .

Emlékezve arra, hogy
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kapjuk, hogy a felszín közelében (h << ro) a sûrûségeloszlás
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exp , (4)

ahol � �3 o a sûrûség a Föld felszínén.
A (3) eloszlást ábrázoljuk (I. ábra)

Minthogy az I. ábra vízszintes tengelyén a skála logaritmikus, a (4)
exponenciális függvény ebben az ábrában egyenesnek mutatkozik.

Válaszolhatunk a második kérdésre: a légkör a földfelszíntõl távolod-
va egyre ritkább lesz, nyomása (a barométerállás) egyre csökken, de a
nulla nyomást csak a végtelen távolságban éri el. A görbét a légnyomás
alakulása miatt barometrikus magasságképletnek nevezik.

Minthogy a légkörnek eme modell szerint nincs elvi felsõ határa, cél-
szerû egy praktikus jellemzõt kitalálni ennek a számára. Legyen ez az ex-
ponenciális eloszlásoknál megszokott módon az a H távolság, amelyen a
sûrûség, a

� � � �3 3H o e� �1 ,

vagyis az e-edreszére csökken. Ez a H éppen
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I. ábra. A földi légkör nyomása mint a tengerszintfeletti magasság függvénye
(izoterm modell)
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a földfelszín közelében alkalmazott közelítésnél. (A közelítés nélküli
eredmény, ahol nem a h, hanem az r szerepel, szintén levezethetõ). Ez a
H az ún. skálamagasság. Attól függõen, hogy ki, mikor, milyen szempont-
ból, hogyan modellezi a légkör összetételét és mit ad meg átlagos m mo-
lekulatömegnek – mert ez ugye látszik, hogy mennyire ügyetlen fogalom!
– más és más skálamagasság adódik. Elsõ közelítésben

H = 8 km

nagyságúnak tekinthetjük.
A barometrikus eloszlás alapján már kiszámítható, hogy a légkör

76%-a kb. 10–11 km magasság alatt, a 99%-a 13–14 km magasság alatt
van.

Jegyezzük meg, hogy a földi légkör össztömege:

Mlégkör ~ 5�1015 tonna,

vagyis ötezer billió tonnára becsülik. (A 6�1021 t földtömegnek ez kb. a
milliomod része!)

Még egy adat: praktikus okokból éppen mondhatjuk azt is, hogy a
légkörünk biztosan (!) benne van az

�� �R RF F

1
6

sugarú gömbben, ahol

1
6

1000RF ~ .km

Térjünk vissza ahhoz, hogy mi tartja a légkört a Földhöz kötve.
A gravitáció, de állandó versengésben a gáz termikus mozgásával. A termi-
kus mozgást egy adott hõmérsékleten a Maxwell-eloszlás jellemzi. Esze-
rint azoknak a részecskéknek a dn száma, amelyek sebességének abszolút
értéke v és v + dv közé esik (iránya pedig tetszõleges):
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(ahol a egy állandó) amelynek megfelelõ görbét a II. ábrán mutatjuk be.



A dinamika jellemzésére innen egy fontos konklúzió adódik. A (6)
szerint mégoly alacsony hõmérsékleten is van egy csomó olyan részecske,
melyre az ütközések során nagy mozgási energia és így nagy sebesség jut.
Ezért az ilyen részecskék közül néhányan, alkalmas sebességirány esetén
el is tudnak szökni a Földrõl, hacsak a sebességük nagyobb mint a Föld-
rõl (adott magasságban) számított szökési sebesség. Ezt, mint ismeretes a
mechanikából, a

v
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2�

képlettel számíthatjuk. Tehát a légkör szökik. S hogy mégis van a Földnek
légköre, az azon múlik, hogy

1) elég nagy a Föld tömege,
2) elég kicsi a Föld sugara,

dn(v)

v

II. ábra. A Maxwell-féle sebességeloszlás egy adott hõmérsékleten
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III. ábra. A földi légkör egyes magasságadatai



3) elég alacsony a skálamagasság,
4) elég alacsony a légkör hõmérséklete, tehát kicsi az eloszlás „far-

ka”, kevés részecskének jut a szökési sebességnél nagyobb sebesség.
Nem így van pl. a Holdnál, ezért is nincs légköre a Holdnak.

A FÖLDI LÉGKÖR SZERKEZETE ÉS KÉMIAI, ILL. TERMIKUS
JELLEMZÉSE

A IV. ábrán foglaljuk össze a használatos elnevezéseket és a kategóriaha-
tárokat is onnan olvastatjuk le. A határok nem matematikai pontosságú-
ak, mert a kategóriák elnevezéséhez valamilyen fizikai-kémiai jelenség
megjelölése tapad.

Beszélünk ily módon:
troposzféráról, ez az a gömbréteg, amelyben a nyomásviszonyok a

földfelszínihez képest (emberközpontúan) fontosak;
sztratoszféráról, mert eben már különbözõ rétegek kezdenek fontos

szerepet játszani;
mezoszféráról, mert ez két érdekes másik réteg közötti tartomány;
termoszféráról, mert ebben furcsa extra hõjelenségek váltak észreve-

hetõvé;
exoszféráról, mert ez egyelõre a legkülsõ rétegnek tûnt egészen addig,

míg a
magnetoszféra ezt a helyet és szerepet meg nem örökölte. Itt olyan

ritka már a légkör, hogy a földi mágneses erõtér a kozmikus hatásoktól io-
nizált részekre lényeges hatásokat tud gyakorolni.

Olvassuk le tehát a viszonyokat a IV. ábráról!
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IV. ábra. A légköri rétegek elnevezése és körülbelüli elhelyezkedése. Vegyük
tudatosan észre, hogy az elnevezésben a meghatározásukban szereplõ fogalmak

fontos szerepet játszanak



Tekintsük most a légköri hõmérsékleteloszlást, amit régóta vizsgál-
nak, ezt a klasszikus korban léggömbökkel csinálták. Ma már a h = 10
km magasságon felül is van repülés. Ennek számára is fontos a légkör is-
merete, így a légkörtan a levegõ meghódításából tudományos hasznot is
húzott. A tapasztalatot az V. ábrán foglaljuk össze.

Világosan látszik, hogy az I. ábra és az V. ábra viszonyainak nincsen
sok közük egymáshoz. Próbáljuk meg inkább a kémiai összetétellel, ami-
nek adatait valahogyan a VI. ábrán úgy igyekszünk csoportosítani, hogy
eddigi fogalmainkhoz viszonyíthassuk õket.
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Hangsúlyozzuk, hogy a felcsillanó összefüggések nem véletlenek és
nem a rosszul sikerült rajzok látszateredményei. Különben is a T. Olvasó-
nak ajánlanánk, hogy másolja ügyesen az eloszlási ábrákat fóliákra és
rendre helyezze azokat egymásra, amit itt a kéziratban nem tudunk meg-
tenni. Szembeszökõvé fog válni egyes jelenségkörök kapcsolata.

Ábrázoljuk most a magasságváltozással összefüggésben a folyamato-
kat! A VII. ábrán az érdekesebb fizikokémiai folyamatokat gyûjtöttük
össze.

A folyamatok megértéséhez most már elkerülhetetlenné válik a hõ-
háztartás vizsgálata.

A Föld, mint a Naprendszer bolygója, részben a Nap sugárzásából kí-
vülrõl, részben a Föld – mint elég nagy méretû és változó égitest – belsõ
folyamataiból, belülrõl jut ahhoz a hõhöz, ami légkörét befolyásolja.

Jóllehet, a belsõ források nem igazán hanyagolhatók el, s fõleg nem a
lokális viszonyok vizsgálatában, a globális szempontokból mégis figyel-
men kívül hagyhatók.

A külsõ besugárzási hatásban az játszik döntõ szerepet, hogy a Nap
olyan felületi sugárzó, melynek a „felszíni” hõmérséklete kb. 6000 °K. Ez
a Wien-féle eltolódási törvény szerint kiszámítható módon azt eredmé-
nyezi, hogy a Nap „fénye” – a Nap elektromágneses sugárzása – olyan,
amelynek a maximális intenzitása a látható spektrumrészbe, ott is a sár-
gába esik. A Nap és a bolygói között, ha nem is a szó egzakt értelmében,
vákuum van, a hõközlés legfontosabb módja a sugárzási energiaátvitel.
A bolygóközi térrészt betöltõ rendkívül híg gáz, mely a Nap felõl a nap-
koronával kezdõdik, majd a napszéllel folytatódik, azután a földi légkör
magnetoszféra nevû részével találkozik, fontos szerepet játszik ugyan a
csillag és a bolygó kölcsönhatásában, azonban nem a hõátvitel terén.

A Föld, a légköre nélkül bizonyára olyasvalami lenne, mint a Hold,
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amelynek átlaghõmérséklete (a nappali és éjszakai hõmérséklet átlaga a
talajon) kb. –20 °C 8 250 K. A Földre ugyanez az átlag 15 °C 8 290 K.
Ezt a kb. 40 foknyi különbséget a légkör folyamatai temperálják. Ez a
6000 K-es napfelszín és a 290 K-es földfelszín az oka annak, hogy a Nap
energiája át tud jönni a Napról a Földre (képzeljük el ugyanis azt, ha
nem lenne meg ez a hõmérsékletkülönbség, mint ahogy a Föld és a Hold
kapcsolata esetében ez alig van!?) Tehát az energiatranszport nyilvánva-
lóan a Napból a Földre irányul.

A SZÉNDIOXID A LÉGKÖRBEN

A Földön azonban van légkör, melyrõl pusztán azért, mert a látható szín-
képtartományban naivan azt hisszük, hogy átlátszó, nem hihetjük, hogy
az egész színképen átjárható. Mint ahogyan ez nem is áll fenn. A VIII.
ábrán bemutatjuk, hogy hol helyezkedik el a Nap spektrumának döntõ
része, hol a Földé – mert a Föld is egy olyan test, mely Kirchhoff törvé-
nye szerint a sugárzást elnyeli és kibocsátja – és milyen a spektrumon a
földi légkör átlátszósága.

Az ábrából leolvasható, hogy amíg a napsugárzás áthatol a légkör ún.
látható(-ban lévõ) ablakán, s felmelegíti a talajt, az az alacsonyabb hõfo-
kon elkezd sugározni (az infravörösben) de ez nem (igazán) tud áthalad-
ni a légkörön! Tehát a légkör így melegszik, a szerzett hõtartalom nagy
része azután arra fordítódik, hogy a légkör dinamikai folyamatait táplálja
(meteorológia), s így egy része a mégsem teljesen átlátszatlan légkörön át
kisugárzódik. A képet természetesen finomítani kell azzal, hogy a hõmér-

Nap

Föld

infravöröslá
th

a
tó

in
te

n
zi

tá
s

el
ny

el
é

s

látható
ablak

infravörös
ablak

rádió
ablak

0,4 m: 0,7 m: 4 m: 20 m:
100 m:

H O2 CO2

VIII. ábra. A Nap és a Föld sugárzása (fent) – a földi légkör
átlátszósága (lent)



sékleti sugárzás „abszolút fekete test” modelljét a színes anyagok (víz,
kõzetek, zöld növényzet, majd felhõk, por, korom a levegõben speciális
vegyületek a légkörben) szempontjából részletezzük. (De erre itt mi nem
vállalkozhatunk!) Az V. ábrán bemutatott hõmérsékleteloszlás elsõ tek-
nõjét ez már magyarázza. A földfelszín a felette lévõ légréteget melegíti,
innen diffúzióval, konvekcióval – tán még vezetéssel is – a hõmérséklet-
változás terjedne felfelé is, de igazából a közeg nem tud felmelegedni (hi-
szen nem a levegõt melegíti a Nap fénye!) Inkább hûl, miközben felfelé
egyre kisebb is a levegõ sûrûsége. Ennélfogva a vízgõz csakhamar telje-
sen kicsapódik (h5 10 km). A ritka gázok a Földrõl érkezõ sugárzás mel-
lé maguk is produkálnak infravörösben egy járulékot, ami persze lefelé is
terjed és melegíti a felszínt is. Ezáltal az a sugárzás, ami a földi légkört
hûthetné, lefékezõdik, és a légkör melegszik (melegházhatás, üvegházha-
tás). Ebben a döntõ szerepet a CO2 gáz játssza.

Minthogy CO2-bõl most aránylag kevés van a légkörben (nem úgy
mint a Vénusz igen nehéz légkörében) a mai földi légkör kialakulásában
a fotoszintézissel mûködõ anyagcseréjû élõ növényzetnek döntõ szerepe
volt és van. Ugyanakkor gondot okoz az a folyamat mostanában, amit
antropogén ártalomként a széntartalmú tüzelõanyagok elégetésekor a le-
vegõbe kibocsátott széngázok és füst/korom óriási mennyisége jelent. Ez
a legszorosabban összefügg a demográfiai robbanással (több mint elegen-
dõ lakója lett a Földnek ahhoz, hogy az emberiség biológiai és technikai
jelenléte a természet állapotát már befolyásolni képes legyen). Ennek a
néptömegnek az ellátása energiával (fûtés és gyárak, közlekedés stb.) túl
gyorsan oldódott meg (?) ahhoz, hogy csak a környezetkímélõ megoldá-
sok legyenek uralkodóak.

A CO2 tartalom a légkörben 1957-ben 0,0315% volt, 1987-ben már
0,0350%-ra emelkedett (vö. a légkör becsült tömegével). Tudvalévõ, hogy
1 t szén elégetése kb. 4 t CO2 elõállítását jelenti (C ~ 12, O2 ~ 32, CO2 ~
44, ha a molekulasúlyokat számoljuk). Az energetikusok becslése szerint
1850–1950 között 60 Gt (gigatonna) szenet égettünk el, azóta kb. 5 Gt-t
évente, tehát 2008-ig még kb. 12 év alatt ismét elégettünk kb. 100–120
Gt-t. A XIX. században a CO2 aránya kb. 0,0270% volt – s ahogyan ezt a
sarkvidékek jégtakarójában megkötött légkör összetételének vizsgálata
megerõsíti –, ez az arány 10 ezer évvel ezelõtt is kb. ugyanekkora volt. Az
antropogén ártalom a légkört tehát a XIX–XX. században érte! S ha ez így
folytatódik, 2080 tájékára a CO2 arány megduplázódik már egyedül a
fosszilis energiahordozók elégetése miatt is. S akkor a VIII. ábrán félén-
ken mutatott aránylag nyitott infravörös ablak teljesen bezárulhat és a
légkör melegedése komolyabb méreteket ölthet! Ennek további követ-
kezményeivel (jéghegyek elolvadása stb.) itt nem foglalkozhatunk.



AZ ÓZON A LÉGKÖRBEN

A következõ kérdéskör, amivel külön kívánunk foglalkozni, az O3 megje-
lenése a légkörben.

A Vénusz bolygóról szerzett információk alapján ma azt képzeljük,
hogy az õslégkör CH4, CO2, NH3, H2S, CO, PH3 jellegû gázkomponensek-
bõl állhatott, amelyek a kõzetek kialakulása során válhattak szabaddá és a
Föld sajátságainak megfelelõen kötõdtek meg légkörré. A napsugárzás ult-
raibolya részét ezek a gázok átengedik. Ha ekkor valamilyen élõ szervezet
kialakulhatott volna, annak is legalább 10 m mély vízréteg alatt lehetett
csak esélye az ultraibolya-sugárzással szembeni védelemre. Ott az élõlé-
nyek – mégoly primitív szinten is – elkezdhették a fotoszintézissel az
anyagcserét és a szenet elkezdhették beépíteni sejtjeikbe, felszabadítva az
oxigént. Amint a jelenlegi légköri oxigénaránynak csak az ezredrészét már
elérte a légkör oxigénkomponense, akkor, mint Harold Urey kimutatta, ki-
oltja az ultraibolya sugárzásból azt az (ui) komponenst, amely a víz

H2O + (ui)& 2H + O

fotolízisét idézi elõ. Addig is a nascens oxigén az O2-vel

3O2& 2(O + O2)& 2O3

mintájára ózont képez. Az élet megjelenése után az O2 és O3 mennyisége
dinamikus egyensúlyba kerül, az oxigén/ózon koncentrációaránya szabá-
lyozza az ultraibolya-sugárzás átengedését és az oxigéntermelõ életet. Ezt
nevezzük ózonpajzsnak, ami a veszélyes ultraibolya-sugárzás ártalmai elõl
védi a bioszférát. Ez a Föld (és a földi élet) sajátossága!

Mellesleg ez a folyamat (most) kb. a 20–60 km magasságban zajlik.
Itt termelõdik O2-bõl annyi nascens O, hogy az O3 kialakuljon. Felette az
ultraibolya-spektrum gazdagabb és itt bomlik az O3 molekula, alatta az
ultraibolya spektrum szegényebb és itt nem bomlik az O2 molekula. E sa-
játos folyamatnak a mellékterméke a hõlerakódás az O3 képzõdése során
(a reakciótermékek kinetikus energiát is nyernek).

A légkör O3-rétege a paleozoikum idején kb. 10 km magasságban volt.
A jelenlegi O3-készlet a légkör tömegének kb. 0,33�10–6 része. Tanulságos,
hogy ez a milliomodrésznyi összetevõ milyen fontos szerepet játszik!

Annál érdekesebb, hogy az ipari tevékenységek folytán a légkörbe jutó
klór- és fluor-tartalmú szénhidrogén-vegyületek (kloro-fluoro-karbonok,
CFC-k) az ózonnal vegyületet képeznek és fogyasztják az O3 koncentráció-
ját. A káros tevékenységek, amelyek a CFC-koncentrációt felduzzasztot-
ták, részben a sztratoszférában repülõ katonai gépek számának, részben a
legkülönbözõbb freontartalmú spray-meghajtógázok óriási fogyasztásával
vannak kapcsolatban. De szerepet játszanak olyan (üzem)anyagok is, ame-
lyek elégetése során klór és nitrogén szabadul fel (a PVC-hulladékelégeté-



se, a klórtartalmú földgáz és kõolaj alkalmazása). Újabban nemzetközi
egyezmények igyekeznek korlátozni ennek a folyamatnak az emberi tech-
nikával kapcsolatos tényezõit.

ÖSSZEFOGLALÁS

Ismételten hangsúlyoni kívánjuk, hogy a fenti áttekintés csak elsõ közelítés,
mert rendkívül leegyszerûsítettt modellt használtunk mind a Földrõl, mind
a légkörérõl. Mégis érdekes és közelítõ voltában is érvényes megállapítás-
hoz jutottunk a légkör magasság szerinti eloszlását illetõen. Ennek fõ állí-
tása – ami Pascal öröksége – a barometrikus magasság szerinti elolszlás: a
levegõtenger zöme a Földet véges vastagságában veszi körül. A levegõten-
ger mozgásával a Föld domborzati viszonyainak a bonyolultsága miatt nem
foglalkoztunk, így ciklonok, anticiklonok, a forgó Föld eme jellegezetes
származékaival sem. Hasonlóan nem tudunk eléggé oknyomozó módon
azzal foglalkozni, hogy a levegõtenger végül is miért olyan atomi összetéte-
lû, mint amilyen, inkább egyszerûen tudomásul vettük az elolszlását, és a
fényáteresztõ képességét vizsgáltuk, mert ennek a kérdésnek nagy fontos-
ságát akartuk kiemelni. Ebben a kérdésben érezzük azt, hogy Földünk lég-
körét illetõen mindnyájan felelõsek vagyunk. Lehet, hogy a felelõsségünk
nem pilllanatnyi, mulasztásnak csak pár évtized múlva lesznek drasztikus
következményei. Igazából azt szeretnénk, ha az Olvasó elgondolkozna a
két utolsó pont megállapításain. E sorok írója bizony úgy gondolja, hogy
minden Olvasó, még az is, aki nem természettudományi pálya vonzásában
él, hiszen Õ is, fiai és unokái is ezt a levegõtengert fogják használni életük
fenntartására és védelmére. Õszintén reméljük, hogy tudatos életük irá-
nyában ezt az elsõ lépést elõsegítettük.
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