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OsszEFOGLALG Egy konkrét példan keresztiil szeretném bemutdtagy a
lehillési és azzal analog folyamatok hogyan targyalh&ti@épiskolai matematikai
mdbdszerekkel, és az eredmény hogyan egyezietisstze a differencidlegyenlettel
valé megoldas eredményével.

ABSTRACT. | wish to present a possible treatment of coeliramd analogous
processes using only basic mathematical technifguesmlving a proper example. |
compare the result to the solution gained by audifitial equation.

1. Bevezetés

A kozépiskolai fizika oktatasa soran j0 néhany pétdlalhaté arra, hogy a targyalt
jelenség analitikai megkozelitését olyan problénedeik lehetetlenné, hogy a didk nincs
birtokdban azoknak a matematikai ismereteknek, yrkehz adott probléma megoldasat
egzaktul szolgaltatnak. Egyik ilyen jelenségcsopolthilési folyamatok és az azzal analog
jelenségek, mint példaul a radioaktiv bomlas, vagyegyenaramu aramkoroknél az dram
megszakitasakor lejatszdédd tranziens jelenségek.ekhez hasonloan targyalhatok a
telitodési jelled folyamatok, mint példaul az adott kéilkémérsékletre tortghfelmelegedés
vagy az aram bekapcsolasakor lejatszodo tranzegamatok. A k6zds bennuk az, hogy
hasonl6 alaka differencialegyenlet irhaté fel migylk folyamatra, amelynek a megoldasa
egyszeii, amde a differencial- és integralszamitast nemléakbzépiskolasnak nem talalhato.
Néhany esetben viszont — amikor a feladat szamagstépek” — az egzakt megoldast
szolgaltatdo figgvény egészen Ol kozelithetsak kdzépiskolas matematikai eszkdzoket
felhasznalva. Ennek bemutatasara alkalmas az diébbiat, amely évekkel edtd a Nyugat-
magyarorszagi Egyetemen oktatott Matematika Il. téayy differencialegyenletek
témakorének bevezepéldaja volfl]. Ezt a feladatot éppen ,szép” szdmadatai és vigagn
egyszeli, amde oOtletet kivand megoldasa miatttikittk a 2016-os Vermes Miklés

“ sz

2. A konkreét feladat

»A kemenceéldl kiszedett kenyér dmeérséklete 120 °C, 30 perccel &b 60 °C. Mikor
lesz a kenyér dmérséklete 40 °C, ha azdlen allandd kil homérséklet 30 °C? A
megoldashoz alkalmazza a Newton-féle dléki torvényt, mely szerint egy test
homérsékletvaltozdsanak a sebessége aranyos a testa ékornyezete kozotti
homeérsékletkulonbséggel.”
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3. Megoldasok

Harom megoldast fogok ismertetni, amelyéklaz el$ az egzakt démeérseklet-id
fuggvényt szolgéltatdé differencialegyenletes megsld a masik keit pedig a
kozépiskolasoknak is bemutathatdé eljaras. Mindharomgoldas soran hasznaljuk a
kovetked jeldléseket:

T, T(t) : a kenyeér pillanatnyidmérseklete,

To : a kenyér kezdetidmérsékleteTo = 120 °C),
Tk : a kil$ hdmérséklet Tk = 30 °C),

tm : a kégbbi mérésig eltelt idl (tn = 30 perc),

Tm: atm idépontban mért émérséklet Tm = 60 °C).

1. Megoldas
A Newton-féle lelilési toérvény differencialis alakja:

dT

Ez egy szétvalaszthatd valtozoju kozonséges difteategyenlet, melynek a kezdeti
feltételeket is figyelembe véunegoldasa:
T(t) = (To — Ti)e™ + Ty,
ahol « 1/id6 dimenzidjd mennyiség, a k#sbi idopontban mért eredményekb
meghatarozandd allandé. Behelyettesitve a mérblalad megoldasba:
Tm = (To — Ty)e*'™ + T,
1
Tm - Tk>tm
To—Tx
kifejezést kapjuka-ra. Ezt visszahelyettesitve a megoldasba és takaésokat elvégezve a
kovetked exponencidlis figgvényt kapjuk a kenyér pillanatrdmérsékletére:

xX= ln(

t

T(6) = (To = Ti) (Be)™ + T (1)

Altalabana-t vagy kiszamoljak szam szerint, és beirggkitevsjébe, vagy kisérletekib
meghatarozandd paraméterként tintetik fel, dénaénséklet-id fliggvényt mindenképpea
alapu exponencialis fuggvényként irjdk fel. Mostérazcélszer mégis paraméteresen
visszahelyettesiteniink az alapu fluggvénybe és egysisitenink, hogy az igy kapott
megoldast 6ssze tudjuk hasonlitani a kozépiskokgoidas eredményével.

Megjegyezzik, hogy a radioaktiv bomlastorvényt é& &lakban szoktak megadni, az

t
egyik (N = Nye ™) e, a méasik § = N,27T) 2 alapu exponencidlis fuggvény. Abomlasi
allando és ar felezési id kozott analég kapcsolat all fenn, mint esetiinkberr és atm
kozott.

2. Megoldas

A lehilési torvény értelmében

AT T
At e

Célszetien At-t valasszuk 1 percnek, ez ,elég kicsi”. gy ailiési torvény alakja:
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AT = c(T —Ty),

ahol AT az 1 percre juté dmérsékletcsokkenés, a meért eredményekb meghatarozandé
aranyossagi tényéz

Jelblje ATo a [0;1], AT: az [1;2], AT. a [2;3], ..., ATh1 az [n-Ln], ... perc
idéintervallumban bekévetkézhomérsékletcsokkenést (pozitivegllel!), To, T1, T2, ... Tn ...
pedig a kenyér dmérsékletét 4 = 0, 1, 2, ...n, ... perc idpillanatokban. A megoldad,
fogja szolgaltatni.

A hémeérsekletcsokkenésekre felirhato:

ATO = C(TO - Tk) = CTO - CTk,
ATl == C(Tl - Tk) = CTl - CTk,
ATZ = C(TZ - Tk) = CTZ - CTk,

AT,y = ¢(Tpoqy — Ti) = Ty — Ty,

A hémeérsékletekre felirhato:
Ty, =Ty — ATy =Ty — cTy + cTy, = To(1 —c) + cTy,
T, =Ti(1—c)+cTy,
T; =T,(1 —c) +cTy,

T, = Th_1(1 —c) + cTy,

lly médon az egész percekben méshbkémeérsekletekre egy rekurziv médon megadott
sorozatot irtunk fel. Ennek altalanos tagja a bedtwsitéseket és megfélgkiemeléseket
végrehajtva a kovetkézalakban irhaté fel:

T,=To(1—c)"+cT[A-c)"1+@A-c)"2+-+(1-c)+1].

A sziOgletes zarojelben lébsszeg egy olyan mértani sorozat eldagjanak az 6sszege,
amelynek el§ tagja 1, kvéciense (&). Zart formaban felirva az 6sszeget:

qg"-1 (1-o"-1 1-(1-0o)"
q—1 1—-c—-1 c '
Ezt behelyettesitv&n-be és az atalakitasokat elvégezve kapjuk:
T, = (Ty —Ti)(1 = )" + Tg.

A c paramétert illetve az &-mennyiséget a 30. perc végén méémBrsékletbl
hatarozhatjuk meg.

Sn=a1

Tm=To—T)(A =)™+ Ty
1

Ty, — T\
1—c=< ) .
To =Ty

Visszahelyettesitve a kovetkemegoldast kapjuk:
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n

)E + T, )

Tm—Tk
To-Tk

T, = (T =T (

Megoldasunk tehat egy szamsorozat, méghozza egamdéorozat, amelynek tagjai az
egész percekben mérhdtomérsékletet adjak meg.

Hasonlitsuk 6ssze (1)-gyel, azaz a differencialetprtel kapott megoldassal! Lathato,
hogy a két megoldas teljesen hasonld, mindésszg arkiilonbség, hogy mig (1) folytonos
fuggvény, amelynek értelmezési tartomanya a nemathegalds szamok, addig (2) egy olyan
diszkrét fuggvény, amelynek értelmezési tartomantermészetes szamok halmaza. Az egész
percnyi idpillanatokban a két fliggveny azonos értékeket ¥elsDe ennél tébb is teljestil:
ha az idt tovabbra is percekben szamoljuk, akkor t@tsges, nem feltétlenil egész percet is
behelyettesithetiink (2)-be, a kapotintérsekleti érték pontos lesz! Egyetlen atirassal (
helyettt) folytonossa tehetjik a sorozatunkat, és megkaguigzakt megoldast.

A konkrét feladat megoldasa adatainkkal:

1\30
T, = 90 <§> +30,

illetve
t

T(t) = 90 (%)ﬁ +30

A feladat kérdése, hogy metyre leszT, = 40 °C.

1\30
40=90(§) +30

Az exponencialis egyenletet megoldva 60 adddik, tehat 60 perc mulva lesz a kenyér
hémeérséklete 40 °C.

3. Megoldas

Van az ebzénél egyszdibb megoldas is, amely azon az oétleten alapul, hagy
hémérseékleti skala nullpontjat eltoljuk +30 °C-ba. tEmegtehetjik, hiszen mind a
homeérsékletaltozas mind pedig a émeérsékletilonbsédgliggetlen attol, hogy asmérsekleti
skdlan hol helyezkedik el a nullpont. A kiindul6 atok és a feladat kérdése a
kdvetkedképpen modosulTo = 90 °C, Tso = 30 °C, Tk = 0 °C. Mikor lesz a kenyeér
hémérséklete 10 °C?

A lehilési torvényalakja:

ATT
At

At-t most is 1 percnek valasztjuk, igy
AT = cT.
Az (n-1)-edik Fkmérsékletvaltozas:
ATh-1 =Ty,
a hbmérseékletek:
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T1=T0_ATO=TO_CTO=T0(1_C)
T2:T1_AT1:T1_CT1 :Tl(l_c):To(l_C)z

Th=To(1—o)"

A mért értéket behelyettesitve:

a keresett fliggvény:

A modositott adatok behelyettesitését és a végemygnszamszér kiszamolasat az
olvasora bizom.

Lathatd, hogy ez utébbi megoldas sokkal egygderaz ebz6nél, hatranya, hogy nem
minden esetben alkalmazhato.

4, Osszefoglal6

frasomban két lehetséges maddszert ismertettem @anercialis lecsengédolyamatok
kozépiskolai matematikai eszkdzokkel valé targyads A konkrét feladatot a verseny
résztvewi kozul senki nem az altalam megadott megoldasdemalyikével dolgozta Kki.
Eppen a feladat ,szép” szamadatai tették tareta feladat végeredményének megsejtését:
.ha 30 perc alatt a kezdettimérséklet a kithoz képest kétharmadara esik vissza, akkor
innen tovabbi kétharmadara is feltételedbat ugyanannyi idl alatt esik vissza.” Ezen
megsejtéshez alkotott a diakok egy része képletaizetést, és kapott helyes eredményt. Egy
versenyd probalkozott differencialegyenletted pirtokaban volt ennek az ismeretnek), egy
pedig megsejtette, hogy az ilyen jellefplyamat ,valami exponencialis fuggvénnyel irhato
le”, és ezen gondolat alapjan oldotta meg a fetddatlyesen. Tanulsag: a tulsagosan szép
szamadatok néha megfosztjak a tanart attél adségbl, hogy megmutassa az altalanosabb,
szélesebb korben is alkalmazhaté megoldast.
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