
EGY KÖZELÍTÕ MÓDSZER ÉPÜLETEK LEGKISEBB
SAJÁTFREKVENCIÁJÁNAK MEGHATÁROZÁSÁRA

ZALKA KÁROLY*

A kontinuum módszer alkalmazásával a dolgozat egyszerû eljárást mutat be és zárt képleteket ad
meg többszintes épületek sajátfrekvenciáinak meghatározására. A síkbeli rezgésalakot három jelleg-
zetes deformációval jellemzi: a merevítõrendszer függõleges elemeinek (keretoszlopok, falak és ma-
gok) lokális hajlítási alakváltozásával, a keretek és nyílásokkal áttört falak globális hajlítási alakvál-
tozásával és a keretek és nyílásokkal áttört falak nyírási alakváltozásával. A tiszta csavarási rezgések
vizsgálatát a hajlítási és csavarási jelenség között fennálló analógia segítségével visszavezeti a síkbe-
li rezgések vizsgálatára. A síkbeli és csavarási rezgések kapcsolódását egy egyszerû algebrai egyen-
let segítségével veszi figyelembe. A módszer pontosságának illusztrálására összefoglalja egy 144
merevítõrendszerre kiterjedõ pontossági vizsgálat eredményeit, amikor a javasolt módszerrel meg-
határozott legkisebb sajátfrekvencia értékét összehasonlítja a végeselemes számítással meghatáro-
zott „pontos” értékekkel. A pontossági vizsgálat tanúsága szerint a közelítõ és „pontos” értékek kö-
zötti átlagos eltérés 2%, a közelítõ módszer maximális hibája pedig 7% volt. A módszer alkalmazását
a gyakorlatban egy igen részletesen kidolgozott számpélda segítségével mutatja be.
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1. BEVEZETÉS

Magyarország területének nagy része földrengésveszélyes övezetben van, ahol
kötelezõ minden építményt földrengés ellen méretezni. A tervezõ két lehetõség
közül választhat: vagy részletes dinamikai vizsgálatot hajt végre és „pontos” szá-
mítást végez, vagy pedig kiválaszt egyet a rendelkezésre álló közelítõ módszerek
közül és egyszerûsített számítással igazolja, hogy a vizsgált épület esetében a föld-
rengésbõl származó erõ mértékadó horizontális értéke nem haladja meg a megfele-
lõ határerõ értékét. A Magyar Mérnöki Kamara Tartószerkezeti Tagozata Tervezé-
si Segédletének ajánlása szerint (Dulácska és Kollár, 2003) – bizonyos feltételek
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teljesülése esetében – alkalmazható a Helyettesítõ Statikai Módszer (HSM). A
módszer alkalmazása során a helyettesítõ horizontális földrengési erõt az

SM,s = bQkgkskt /q

összefüggés segítségével lehet meghatározni, ahol
b a dinamikus szorzó,
Q az épületteher (a saját súly és a hasznos teher tartós részének összege),
kg a relatív tervezési gyorsulás értéke,
ks az épületfontossági tényezõ,
kt a talajminõség szorzója,
q viselkedési tényezõ.

A tervezõnek a képlet alkalmazása során viszonylag kevés „játéktere” van. A
kg, ks, kt és q tényezõk értékét táblázatokból veheti ki, ahol három–öt megadott ér-
ték közül választhat, de mivel az épület helye (a földrengési zóna), fontossága, a ta-
laj minõsége és gyakran az épület szerkezete is adott, ezeknek a tényezõknek az ér-
tékét nem tudja befolyásolni. Hasonló a helyzet az épületteherrel is. Egészen más a
helyzet a képlet „lelkével”, a dinamikus szorzóval, ami tulajdonképpen az épület
legkisebb sajátfrekvenciája. Az ajánlás empirikus összefüggéseket ad meg (az
emeletszám függvényében), amelyek segítségével a képlet biztonságosan használ-
ható. Mivel azonban az épület legkisebb sajátfrekvenciájának értéke viszonylag
tág határok között változhat és ezt a tervezõ jelentõsen befolyásolhatja (pl. haté-
kony vagy kevésbé hatékony merevítõrendszer kialakításával), egyes esetekben
célszerûnek látszik a legkisebb sajátfrekvenciának az empirikus összefüggéseknél
pontosabb meghatározása.

A dolgozat célja egy olyan – a gyakorlati statikai számítások gondolatmeneté-
hez közel álló – közelítõ módszer bemutatása épületek sajátfrekvenciáinak megha-
tározására, amely figyelembe veszi a merevítõrendszert alkotó elemek (keretek,
nyílásokkal áttört falak és magok) összes lényeges merevségét és az egyes merev-
ségek, valamint a merevítõ elemek közötti egymásra hatást is.

Feltételezzük, hogy
(a) az épület szabályos abban az értelemben, hogy a merevítõrendszer alaprajzi el-

rendezése nem változik a magasság mentén,
(b) az épület födémei síkjukban merevek és síkjukra merõlegesen hajlékonyak,
(c) a szerkezetek anyaga rugalmas,
(d) a nyírásközéppont helye csak geometriai jellemzõktõl függ.

A vizsgálathoz a kontinuum módszert fogjuk alkalmazni. Elõször a mere-
vítõrendszer egy eleme alakváltozásának vizsgálatával azonosítjuk a meghatározó

202 Zalka Károly



merevségeket úgy, hogy figyelembe vesszük a hajlítási és nyírási alakváltozáso-
kat, valamint a függõleges teherviselõ elemek összenyomódását, illetve megnyú-
lását. Ezután zárt alakú megoldást adunk a síkbeli és tiszta csavarási rezgések sa-
játfrekvenciájára. Végül megadjuk az általános (térbeli) eset kapcsolt rezgéseinek
sajátfrekvenciáját.

2. A MEREVÍTÕRENDSZER EGY ELEMÉNEK
SAJÁTFREKVENCIÁI; JELLEMZÕ MEREVSÉGEK

ÉS ALAKVÁLTOZÁSOK

Mivel egy keretekbõl, nyílásokkal áttört falakból, tömör falakból és magokból
álló és síkbeli rezgéseket végzõ épület vizsgálata visszavezethetõ egyetlen keret
vizsgálatára, elõször meghatározzuk egy keret legkisebb sajátfrekvenciáját. A ke-
ret síkbeli rezgése három jellegzetes merevséggel, illetve a hozájuk tartozó rezgés-
alakkal és frekvenciával jellemezhetõ. Ezek a következõk: nyírási rezgés, globális
hajlítási rezgés és lokális hajlítási rezgés (1. ábra). A keret rezgésalakja a három
rezgésalak kombinációjából állítható elõ. Hasonló módon, a keret sajátfrekvenciá-
ja meghatározható a három rezgésalakhoz tartozó részfrekvenciák segítségével,
amelyekhez viszont rendre jellegzetes merevségek tartoznak.

A keret nyírási rezgését (1. ábra: a) a nyírási merevség határozza meg. A nyírá-
si merevség két részbõl áll. A keretgerendákhoz tartozó részt globális nyírási me-
revségnek is nevezik, mert az alakváltozás a magasság mentén a keret egészére ki-
terjed. Értékét a

(1)
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a) b) c)

1. ábra. Jellegzetes alakváltozások. a) nyírási, b) globális hajlítási, c) lokális hajlítási
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összefüggés szolgáltatja, ahol
j a merevítõrendszer j-ik keretét jelöli meg (j = 1 ... f),
f a keretek és nyílásokkal áttört falak száma,
i a keret i-ik gerendájára vonatkozik (i = 1 ... n–1),
n a j-ik keret oszlopainak száma,
Eb a keretgerendák rugalmassági modulusa,
Ib,i az i-ik keretgerenda tehetetlenségi nyomatéka,
li az i-ik keretállás oszloptávolsága,
h az emeletmagasság.
Nyílásokkal áttört falak esetén a gerendák falszakaszoknál lévõ végtelen me-

revnek tekinthetõ része és a gyakran zömök gerendák nem elhanyagolható nyírási
alakváltozása miatt a fenti képlet némi módosításra szorul:

(1a)

ahol
Gb a gerendák nyírási rugalmassági modulusa,
Ab,i az i-ik gerenda keresztmetszeti területe,
li az i-ik és az (i+1)-ik fal közötti távolság,
si az i-ik fal szélessége,
r a gerenda keresztmetszetének alakjától függõ tényezõ (négyszögke-

resztmetszetek esetében r = 1,2).
A nyírási merevség másik részét a keretoszlopok merevsége határozza meg. Ezt

a részmerevséget lokális nyírási merevségnek is hívják, mert a hozzá tartozó alak-
változás koncentráltan, két gerenda között jön létre. Értéke a

(2)

összefüggésbõl határozható meg, ahol
Ec az oszlopok rugalmassági modulusa,
Ic,i az i-edik oszlop tehetetlenségi nyomatéka.
A keret nyírási merevségét a két részmerevség felhasználásával a Föppl– Pap-

kovics összegzési tétel (Tarnai, 1991) szolgáltatja:

(3)
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ahol

(4)

a nyírási merevség két összetevõje közötti kapcsolatot határozza meg.
Az egyenletesen megoszló tömegû és merevséggel rendelkezõ konzoltartó

klasszikus megoldását (Vértes, 1976) felhasználva felírható a csak nyírási alakvál-
tozást végzõ keretszerkezet legkisebb sajátfrekvenciája:

(5)

ahol m az egységhosszra jutó tömeg (súly/nehézségi gyorsulás) és rf egy csökkentõ
tényezõ, amely azt veszi figyelembe, hogy a szerkezet tömege nem egyenletesen
oszlik meg a magasság mentén (mint ahogyan azt az (5) képlet levezetése feltétele-
zi), hanem a födémszinteken koncentráltan jelentkezik (Zalka, 2000). Az rf ténye-
zõ értékeit az 1. táblázat tartalmazza.

1. táblázat. Az rf csökkentõ tényezõ értékei az n emeletszám függvényében

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

rf 0,493 0,653 0,770 0,812 0,842 0,863 0,879 0,892 0,902 0,911 0,918

n 12 13 14 15 16 18 20 25 30 50 >50

rf 0,924 0,929 0,934 0,938 0,941 0,947 0,952 0,961 0,967 0,980 Ön/(n+2,06)

A globális hajlítási rezgés a keret egészének hajlítási alakváltozásával jellemez-
hetõ (1. ábra: b), amikor a keretoszlopok egy képzeletbeli keresztmetszet hosszan-
ti szálait képviselik, amelyek alakváltozás során összenyomódnak, illetve meg-
nyúlnak, és a keretgerendák szerepe az, hogy ezeket a hosszanti szálakat „együtt
dolgoztassa”. Az ezzel a hajlítási alakváltozással kapcsolatos hajlítási merevsé-
get az

(6)

összefüggés határozza meg, ahol Ig az oszlopkeresztmetszetek globális tehetetlen-
ségi nyomatéka az oszlopkeresztmetszetek súlypontjára:

(6a)
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Ebben a képletben
Ac,i az i-ik oszlop keresztmetszeti területe,
ti az i-ik oszlop távolsága az oszlopkeresztmetszetek súlypontjától.
A globális hajlítási rezgés legkisebb sajátfrekvenciáját Timoshenko klasszikus

képlete (Timoshenko, 1928) segítségével határozhatjuk meg. Ezt a képletet
– a nyírási rezgés képletéhez hasonló módon – szintén ki kell egészíteni az rf csök-
kentõ tényezõvel:

(7)

Bár a keretszerkezetek alakváltozását gyakran automatikusan nyírási alakválto-
zásként könyvelik el, a valóságban nem ilyen egyszerû a helyzet. Amint azt a
2. ábra mutatja, és egy számítógépes program alkalmazása – a szintszám növelé-
sével párhuzamosan – szemléletesen demonstrálja, különbözõ magasságú, de azo-
nos merevségekkel rendelkezõ keretek különbözõ típusú alakváltozást végezhet-
nek: az alakváltozás lehet alapvetõen nyírási jellegû (2. ábra: b), hajlítási és nyírá-
si alakváltozás kombinációja (2. ábra: c) vagy pedig alapvetõen hajlítási jellegû
(2. ábra: d). Az eltérõ magasságokhoz tartozó különbözõ típusú alakváltozás a
hajlítási és nyírási alakváltozások közötti egymásrahatással magyarázható. Ala-
csony és/vagy széles (többállású) keretek általában dominálóan nyírási alakválto-
zást végeznek. Ahogy nõ a keret magassága, úgy nõ az oszlopok hosszváltozásá-
nak szerepe. A nyírási merevség szempontjából az oszlopok hosszváltozása „fella-
zító” hatásként értelmezhetõ. Ahogy a keret alakváltozása közben megnyúlnak (és
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megrövidülnek) az oszlopok, úgy lesz egyre kisebb „lehetõsége” a szerkezetnek a
nyírási alakváltozás létrejöttére. A keskeny és magas keretek alakváltozása során
az oszlopok hosszváltozása olyan mértéket ölthet, hogy a nyírási alakváltozás lét-
rejöttére „már nincs lehetõség”.

Ez a jelenség igen egyszerûen figyelembe vehetõ a hatékony nyírási merevség
bevezetésével. Ha a Föppl–Papkovics összegzési tételt (Tarnai, 1991) a globális
hajlítási és nyírási alakváltozást végzõ keretekre alkalmazzuk

(8)

akkor az eredõ sajátfrekvenciára az

(9)

összefüggés írható fel. Itt Ke a hatékony nyírási merevség, amely a j-edik keret vo-
natkozásában a

(10)

képlettel adható meg, ahol

(11)

a hatékonysági tényezõ, amely a globális hajlítási alakváltozás következtében be-
következõ nyírási merevségcsökkenést veszi figyelembe.

A globális hajlítási alakváltozás mellett a keret még más módon is végezhet haj-
lítási alakváltozást. A keret rezgése során a keret oszlopai önmagukban is meggör-
bülhetnek (1. ábra: c). Ekkor a hajlítási merevséget az

(12)

összefüggés adja meg, ahol

(12a)
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a j-ik keret egyes oszlopai tehetetlenségi nyomatékainak összege. Mivel itt a keret-
oszlopok saját súlyponti tengelyre vonatkoztatott tehetetlenségi nyomatékai szere-
pelnek, a (12) összefüggés által meghatározott merevséget az oszlopok lokális me-
revségének, a jelenséget pedig lokális hajlítási rezgésnek nevezzük.

A lokális hajlítási merevséghez tartozó sajátfrekvenciát ismét a Timoshenko-
féle klasszikus képlet segítségével határozzuk meg. Alul befogott keretoszlopokat
és egyenlesen megoszló tömeget feltételezve a legkisebb sajátfrekvencia értékét az

(13)

képletbõl határozhatjuk meg, ahol az rf csökkentõ tényezõ értékeit ismét az 1. táb-
lázatban találjuk meg.

Fentiek értelmében most már minden keret (illetve nyílásokkal áttört fal) a loká-
lis hajlítási és hatékony nyírási merevségével (és a hozzá tartozó sajátfrekvenciá-
val) jellemezhetõ.

Ami a másik két merevítõelem-típust illeti, a tömör falak és magok viselkedése
jóval egyszerûbb, legalábbis a síkbeli rezgések szempontjából, mivel ezen elemek
viselkedését a (lokális) hajlítás határozza meg. Ezeknek a merevítõelemeknek
így csak a vizsgált irányban számított lokális hajlítási merevségét kell figyelembe
venni:

(14)

ahol
k a k-ik falat, illetve magot jelöli (k = 1 ... m),
m a falak és magok száma,
Ew a falak és magok rugalmassági modulusa,
Iw,k a k-ik fal, illetve mag tehetetlenségi nyomatéka.
A fenti merevség felhasználásával a k-ik elem síkbeli sajátfrekvenciáját az

(15)

összefüggésbõl számíthatjuk ki, ahol az rf csökkentõ tényezõ értékei az 1. táblázat-
ban találhatók.

Fenti merevségi jellemzõk és a hozzájuk tartozó frekvenciák ismeretében egy
keretekbõl, (nyílásokkal áttört) falakból és magokból álló rendszer síkbeli rezgése-
inek vizsgálatát visszavezethetjük egy helyettesítõ konzol rezgéseinek vizsgálatá-
ra. A helyettesítõ konzol elõállítását a következõ pontban mutatjuk be.
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A csavarási rezgések vizsgálatával kapcsolatban most csak annyit jegyzünk
meg, hogy a késõbbiekben be fogjuk bizonyítani, hogy a csavarási probléma vi-
szonylag egyszerûen visszavezethetõ a síkbeli problámára. Ezt az épületet helyet-
tesítõ konzol síkbeli és tiszta csavarási viselkedése között fennálló analógia teszi
lehetõvé.

Tiszta síkbeli, illetve tiszta csavarási rezgések komplex épületek vizsgálata so-
rán igen ritkán (csak kétszeres szimmetria esetén) fordulnak elõ. Általános esetben
a síkbeli rezgések kombinálódnak a csavarási rezgésekkel, és az épület kapcsolt
síkbeli-csavarási rezgéseket végez. Mivel ezeknek a kapcsolt rezgéseknek a saját-
frekvenciája a tiszta síkbeli és tiszta csavarási rezgések sajátfrekvenciája segítsé-
gével határozható meg, elõször ezeket a speciális eseteket, az alapmódokat fogjuk
vizsgálni, és a hozzájuk tartozó alapfrekvenciákat határozzuk meg.

3. KERETEKBÕL, (NYÍLÁSOKKAL ÁTTÖRT) FALAKBÓL
ÉS MAGOKBÓL ÁLLÓ RENDSZEREK SÍKBELI REZGÉSE

Tekintsük a 3. ábrán vázolt, keretekbõl és nyílásokkal áttört falakból (j = 1...f),
tömör falakból és magokból (k = 1...m) álló síkbeli merevítõrendszert. Az egész
rendszer helyettesíthetõ a keretoszlopok, falsávok, falak és magok hajlítási merev-
ségével és a keretek és nyílásokkal áttört falak hatékony nyírási merevségével. A
merevítõ rendszer födémekkel összekapcsolt elemei ily módon összetolhatók
egyetlen helyettesítõ konzollá. A helyettesítõ konzol a fenti – EI-vel és Ke-vel je-
lölt – hajlítási és hatékony nyírási merevséggel rendelkezik. A rendszer hajlítási
merevsége – egyszerû összegzéssel – az

(16)

összefüggésbõl határozható meg. Érdemes részletesebben is megvizsgálni a (16)
képlet elemeit, mert a gyakorlati számítás során a fáradságos numerikus munka je-
lentõsen csökkenthetõ. Abban az esetben, amikor a merevítõelemek között keretek
és merevítõfalak/magok is találhatók, a keretoszlopokhoz tartozó hajlítási merev-
ség értéke nagyságrendekkel kisebb szokott lenni a merevítõfalakhoz/magokhoz
tartozó értéknél. Ez azt jelenti, hogy a képlet (Ec-vel szorzott) elsõ tagját ilyen ese-
tekben kiszámítani sem érdemes.

A hajlítási merevség ismeretében – a (13) és (15) összefüggések alapján – a
rendszer hajlítási alakváltozással kapcsolatos legkisebb sajátfrekvenciáját az
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(17)

összefüggés szolgáltatja. Ha a magasabb frekvenciákra is szükség van, akkor a
fenti képletben a 0,313 konstanst a 12,3, illetve a 96,4 értékkel kell helyettesíteni a
második, illetve a harmadik sajátfrekvencia meghatározásához.

A rendszer hatékony nyírási merevségét a (10) összefüggés segítségével adhat-
juk meg:

(18)

A (16) és (17) képletekben a keretoszlopok hajlítási merevsége rj egyidejûségi
tényezõvel van szorozva. Elméleti vizsgálatok szerint (Hegedûs and Kollár, 1991)
erre a korrekcióra azért van szükség, hogy megakadályozzuk az oszlopok hajlítási
merevségének „túlértékelését” a helyettesítõ konzol-modellben; a nyírási merev-
ség képlete ugyanis szintén tartalmazza az oszlopok hajlítási merevségét (vö. a (3),
(2) és a (18) összefüggést).

A hatékony nyírási merevség ismeretében a rendszer nyírási alakváltozással
kapcsolatos legkisebb sajátfrekvenciája az
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(19)

összefüggésbõl számítható ki. Ha a magasabb frekvenciákra is szükség van, akkor
a (19) képletben szereplõ 4-es konstanst a 4/3 és 4/5 értékekre kell lecserélni a má-
sodik és harmadik sajátfrekvencia meghatározásához.

A nyírási merevség hatékonyságát az

(20)

hatékonysági tényezõvel mérhetjük, ahol K a rendszer „eredeti” nyírási merev-
sége:

(21)

A helyettesítõ tartó differenciálegyenletét egy elemi szakasza egyensúlyának
vizsgálata után az alábbi formában kapjuk:

(22)

A megoldást szorzatformában keressük és a változók szétválasztása után az

(23)

kerületérték feladatra jutunk, amelyhez az

(24a)

(24b)

(24c)

(24d)

peremfeltételek tartoznak, ahol w a körfrekvencia. Bevezetve az

Épületek legkisebb sajátfrekvenciájának meghatározása 211

eK
s

K
=

f

jK K .= ∑
1

f f er EIu r K u mu .′′′′ ′′− + =2 2 0��

f f er EIu r K u muω′′′′ ′′− − =2 2 2
1 1 1 0

u ,=1(0) 0

u ,′ =1(0) 0

u H ,′′ =1 ( ) 0

eEIu H K u H′′′ ′− =1 1( ) ( ) 0

f e

s

r K
f

H m
=

2

2

2

1

(4 )



(25)
jelölést és a

(26)

dimenziótlan paramétert, trigonometrikus és hiperbolikus függvények felhasz-
nálása, valamint átrendezések után a legkisebb sajátfrekvenciát szolgáltató megol-
dás az

(27)

alakban állítható elõ. A képletben szereplõ h frekvencia paramétert (a probléma sa-
játértékét) a k paraméter függvényében a 2. táblázat tartalmazza. A második és
harmadik sajátfrekvencia kiszámításához szükséges h frekvencia paraméterek ér-
tékei kézikönyvben megtalálhatók (Zalka, 2000).

Mielõtt azonban a (27) képletet felhasználnánk a teljes merevítõrendszer síkbeli
sajátfrekvenciájának meghatározásához, egy kisebb módosítást kell végrehajta-

2. táblázat. Az h és hj frekvencia paraméterek értékei
a k és kj paraméterek függvényében

k vagy kj h vagy hj k vagy kj h vagy hj k vagy kj h vagy hj

0,00 0,5596 8,0 2,313 16,5 4,408
0,10 0,5606 8,5 2,435 17,0 4,532
0,50 0,5851 9,0 2,558 17,5 4,656
1,00 0,6542 9,5 2,680 18,0 4,781
1,50 0,7511 10,0 2,803 18,5 4,905
2,00 0,8628 10,5 2,926 19,0 5,029
2,50 0,9809 11,0 3,049 20 5,278
3,00 1,1014 11,5 3,172 30 7,769
3,50 1,2226 12,0 3,295 40 10,26
4,00 1,3437 12,5 3,418 50 12,76
4,5 1,465 13,0 3,542 60 15,26
5,0 1,586 13,5 3,665 70 17,76
5,5 1,706 14,0 3,789 80 20,26
6,0 1,827 14,5 3,913 90 22,76
6,5 1,949 15,0 4,036 100 25,26
7,0 2,070 15,5 4,160 >100 k/4
7,5 2,192 16,0 4,284 vagy kj/4
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nunk. A (27) képlet levezetésének tanúsága szerint a képlet elsõ tagja két dolgot fe-
jez ki: tartalmazza a keretoszlopok/falsávok, falak és magok hajlítási merevségé-
hez tartozó sajátfrekvencia-részt és tartalmazza a rendszer sajátfrekvenciájának a
hajlítási és nyírási merevség egymásra hatása miatti növekedését is. Mivel azon-
ban a nyírási merevség hatékonysága rendszerint 100 százaléknál kisebb (vö. a
(20) képlettel, ahol s £ 1 érvényes), a két hatást el kell különíteni hogy a hatékony-
sági tényezõt érvényesíthessük, de úgy, hogy csak csak arra a tagra vonatkoztas-
suk, amelyik az egymásra hatással kapcsolatos. A megfelelõ átalakítások elvégzé-
se után a merevítõrendszer síkbeli sajátfrekvenciájának meghatározására szolgáló
összefüggés a következõ formában írható fel:

(28)

A (28) egyenlet jobb oldalán az elsõ tag a hajlítási, a második tag pedig a nyírási
merevséghez tartozó sajátfrekvencia-részt tartalmazza. A harmadik tag fejezi ki a
hajlítási és nyírási merevség egymásra hatása következtében bekövetkezõ saját-
frekvencia-növekedést. Hasonlóan a vízszintes erõkkel terhelt rendszerek szilárd-
sági viselkedéséhez és az épületek stabilitási viselkedéséhez, a nyírási és hajlítási
merevség egymásra hatása elõnyösen befolyásolja a merevítõrendszer viselkedé-
sét. A harmadik tag kiértékelésének tanúsága szerint – figyelembe véve az
(h2/0,313 – k2/5) ³ 1 összefüggést is – az egymásra hatás növeli a sajátfrekvencia
értékét. A 2. táblázat értékeinek felhasználásával kimutatható, hogy a sajátfrek-
vencia értékének növekedése maximum 62 százalék. Ez a növekedés a k = 3,2 ér-
tékhez tartozik.

Egy épület – kétszeres szimmetria fennállása esetén – a két tehetetlenségi fõsík-
ban végezhet síkbeli rezgéseket, ezért mindkét irányt meg kell vizsgálni. Az x irá-
nyú rezgés sajátfrekvenciáját a (28) összefüggésbõl úgy határozhatjuk meg, hogy
fb, fs, k és s értékeit az x irányban elhelyezkedõ merevítõelemek figyelembevételé-
vel számítjuk ki. Ha az fb, fs, k és s értékeit az y irányban elhelyezkedõ me-
revítõelemek figyelembevételével számítjuk ki, akkor a (28) képletbõl az y irányú
rezgés sajátfrekvenciáját kapjuk meg.

4. TISZTA CSAVARÁSI REZGÉS

Bár a csavarási rezgés problémája jóval összetettebb, mint a síkbeli rezgésé, egy
– a háromdimenziós csavarási és az elõzõ pontban tárgyalt kétdimenziós síkbeli
probléma között fennálló – analógia alkalmazásával viszonylag egyszerû megol-
dáshoz juthatunk. Az analógia jól ismert a vékonyfalú szelvények szilárdsági vizs-
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gálata területén (Vlasov, 1961; Kollbrunner and Basler, 1969). Az analógia szerint
a hajlított tartók eltolódásai, nyomatékai és nyíróerõi megfeleltethetõk a csavarási
igénybevétel során keletkezõ elfordulásoknak, öblösödési és csavarási nyomaté-
koknak. A következõkben bebizonyítjuk, hogy az analógia kiterjeszthetõ a rugal-
masan megtámasztott konzoltartó (elõzõ pontban tárgyalt) síkbeli rezgésére és a
vékonyfalú keresztmetszetû konzoltartó (ebben a pontban tárgyalandó) tiszta csa-
varási rezgésére.

Az épület tiszta csavarási rezgésének vizsgálatához egy vékonyfalú, nyitott ke-
resztmetszetû konzoltartót alkalmazunk, amely helyettesíti az épület merevítõ-
rendszerét (4. ábra). A helyettesítõ konzoltartó a nyírási középpontban helyezke-
dik el és (GJ)e hatékony nyírási, valamint EIw öblösödési csavarási merevséggel
rendelkezik. A konzoltartó differenciálegyenletét egy elemi szakasza egyensúlyá-
nak vizsgálata után az alábbi formában kapjuk:

(29)

A megoldást szorzatformában keressük, és a változók szétválasztása után az

(30)

kerületérték-feladatra jutunk, amelyhez a
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4. ábra. Tipikus alaprajz három fallal, egy merevítõmaggal, egy kerettel és egy nyílásokkal áttört
fallal, illetve középen a (nyírásközéppontban elhelyezkedõ) vékonyfalú, nyitott keresztmetszetû

helyettesítõ konzollal
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(31a)

(31b)

(31c)

(31d)

peremfeltételek tartoznak, ahol w a körfrekvencia és ip az inerciasugár. Ez a
sajátértékprobléma analóg a (23) differenciálegyenlettel és a (24a)–(24d) perem-
feltételekkel. A (23) differenciálegyenletben szereplõ EI hajlítási merevség és a Ke

hatékony nyírási merevséggel definiált rugalmas megtámasztás megfelel a (30)
differenciálegyenletben szereplõ EIù öblösödési merevségnek és a (GJ)e hatékony
Saint-Venant csavarási merevségnek (osztva az ip inerciasugár négyzetével). A
(30) differenciálegyenlet levezetésének tanúsága szerint az ip inerciasugár az épü-
let tömegének eloszlásával kapcsolatos (vízszintes értelemben). Téglalap alapraj-
zú és a födémszinteken egyenletesen megoszló tömeggel rendelkezõ épületek ese-
tében az inerciasugár az

(32)

összefüggésbõl számítható ki, ahol L és B az alaprajz méretei és t a merevítõ-
rendszer excentricitása (az épület alaprajzának geometriai középpontja és a me-
revítõrendszer nyírásközéppontja közötti távolság):

(33)

ahol

és (33a)

az épület geometriai középpontjának koordinátái a nyírásközépponti koordináta-
rendszerben (4. ábra). A nyírásközéppont fenti képletben szereplõ koordinátáit a
késõbbiekben (a (42) képlettel) adjuk meg.

Összefüggések az ip értékére szabálytalan alakú alaprajzok és/vagy nem egyen-
letes tömegeloszlások esetére találhatók pl. (Kollár, 1991)-ben, ill. (Zalka, 2000)-
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ben. Az inerciasugár fontos jellegzetessége az, hogy értéke az épületalaprajz geo-
metriai méreteitõl függ, nem pedig a merevítõrendszer merevségi jellemzõitõl.

A megfelelõ merevségek azonosítása után a (23) differenciálegyenlet megoldá-
sa már közvetlenül felhasználható a (30) egyenlet megoldásának felírásához. A
merevítõrendszer hatékony Saint-Venant csavarási merevsége két forrásból szár-
mazhat: Saint-Venant csavarási merevséggel rendelkezhetnek az egyes falak és
magok, és Saint-Venant csavarási merevség származhat a keretek hatékony nyírási
merevségébõl:

(34)

A (34) képletben
Jk a k-ik fal/mag Saint-Venant csavarási inercianyomatéka,
G a falak/magok nyírási rugalmassági modulusa,
(Ke,j)x, (Ke,j)y a j-ik keret/nyílásokkal áttört fal hatékony nyírási merevsége az x

és y irányban,
xj, yj a j-ik keret/nyílásokkal áttört fal merõleges távolsága a nyírásközéppont-

tól az x és y irányban.
A merevítõrendszer öblösödési merevsége három forrásból származhat: saját

öblösödési merevséggel rendelkezhetnek a magok, és öblösödési merevség szár-
mazhat a falak, valamint a keretek oszlopainak/nyílásokkal áttört falak falsávjai-
nak hajlítási merevségébõl:

(35)

A (35) képletben
Iw,k a k-ik mag öblösödési inercianyomatéka,
Ew(Iw,k)x, Ew(Iw,k)y a k-ik fal/mag hajlítási merevsége az x és y irányban,
Ec(Ic,jrj)x, Ec(Ic,jrj)y a j-ik keret/nyílásokkal áttört fal oszlopainak/falsávjainak

hajlítási merevsége az x és y irányban,
xk, yk a k-ik fal/mag merõleges távolsága a nyírásközépponttól az x és y irány-

ban.
A fenti összefüggésekben található geometriai és merevségi jellemzõk közül

egyedül a csavarási jellemzõk meghatározása jelenthet némi nehézséget. Viszony-
lag kevés forrás foglalkozik ezekkel, amelyekben vagy az elméleti kérdések domi-
nálnak, vagy pedig csak egyes speciális esetekre kapunk zárt megoldást. Sajnála-
tos módon az irodalomban rendelkezésre álló képletek nem mentesek a sajtóhibák-
tól. Hogy a csavarási jellemzõk kiszámításának hálátlan feladatát megkönnyítsük,

216 Zalka Károly

fm

e k e , j x j e , j y jGJ GJ K y K x . = + + ∑ ∑ 2 2

1 1

( ) ( ) ( )

fm

w ,k w ,k x k w,k y k c c , j j x j c , j j y jEI E I I y I x E I r y I r x .ω ω   = + + + +   ∑ ∑2 2 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )



összegyûjtöttük a gyakorlati esetekben leggyakrabban elõforduló merevítõmagok
csavarási inercianyomatékainak, illetve nyírásközéppontjának meghatározására
szolgáló zárt képleteket (Zalka, 2000). Néhány ilyen képlet a Mérnöki Kézikönyv-
ben (Palotás, 1981/84) is található.

A hajlítási merevségnél elmondottakhoz hasonlóan most is érdemes megvizs-
gálni a (35) képlet elemeit, mert a gyakorlati számítás során a fáradságos numeri-
kus munka jelentõsen csökkenthetõ. Abban az esetben, amikor a merevítõelemek
között keretek és merevítõfalak/magok is találhatók, a keretoszlopokhoz tartozó
öblösödési merevség értéke nagyságrendekkel kisebb lehet a merevítõfalak-
hoz/magokhoz tartozó értéknél. Ez azt jelenti, hogy a képlet (Ec-vel szorzott) má-
sodik tagját ilyen esetekben kiszámítani sem érdemes:

(35a)

A hajlítási és csavarási jellemzõk ismeretében az analógia felhasználásával a
(28) képlet alapján most már felírhatjuk a tiszta csavarási rezgés sajátfrekvenciájá-
nak meghatározására szolgáló összefüggést:

(36)

ahol fw és ft az öblösödési és a Saint-Venant-féle csavarási merevséghez tartozó sa-
játfrekvenciák. Értéküket az

(37)

és az

(38)

képletekbõl határozhatjuk meg. A (36) képletben szintén szereplõ sj tényezõ a
Saint-Venant csavarási merevség hatékonyságát fejezi ki:

s
GJ

GJ
e

ϕ = ( )

( )
. (39)
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A (39) képletben (GJ) az „eredeti” Saint-Venant csavarási merevség:

(40)

Az hj rezgés paraméter értékeit a 2. táblázat tartalmazza a

(41)

csavarási paraméter függvényében.

5. A TÉRBELI FELADAT: KAPCSOLT SÍKBELI-CSAVARÁSI
REZGÉSEK

Amikor a merevítõrendszer nyírásközéppontja és az épület tömegközpontja
egybeesik (például a kétszeresen szimmetrikus esetben), az fx, fy és fj „alap” frek-
venciák függetlenek egymástól és a legkisebb az épület legkisebb sajátfrekven-
ciája.

A gyakorlati esetek többségében azonban az épület nem rendelkezik két szim-
metriatengellyel, és a nyírásközéppont nem esik egybe a tömegközépponttal.
Ilyenkor két dolgot kell tenni.

Elsõ lépésben meg kell határozni a nyírásközéppont helyét – csak így lehet
ugyanis kiszámítani a tiszta csavarási rezgés sajátfrekvenciáját. (A síkbeli rezgé-
sek sajátfrekvenciáinak értékét nem befolyásolja a nyírásközéppont helye.) Má-
sodik lépésben figyelembe kell venni az fx, fy és fj „alap” frekvenciák egymásra ha-
tását.

A tömör falakkal és magokkal rendelkezõ (és dominálóan hajlítási alakválto-
zást végzõ) merevítõrendszerek nyírásközéppontját – a szokásos módon (Zalka,
1991) – az elemek hajlítási merevsége segítségével határozhatjuk meg (a nyírási
alakváltozások elhanyagolásával). Ha a rendszer kereteket és/vagy nyílásokkal át-
tört falakat is tartalmaz, a nyírási alakváltozás szerepe jelentõs lehet, és elhanyago-
lása komoly pontatlansághoz vezethet. Az ilyen rendszerek vizsgálata meglehetõ-
sen bonyolult (Kollár, 2000; Potzta and Kollár, 2003; Tarján and Kollár, 2004) és a
nyírásközéppont helye a magasság mentén is változhat, ezért most egy igen egy-
szerû (bár közelítõ) megoldást mutatunk be a nyírásközéppont helyének meghatá-
rozására.

Mivel egy merevítõ elem síkbeli sajátfrekvenciája mind a hajlítási, mind a nyí-
rási alakváltozás hatását figyelembe veszi, a merevítõrendszer nyírásközéppontjá-
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nak helye meghatározható az egyes elemek síkbeli sajátfrekvenciáinak figyelem-
bevételével. A nyírásközéppont koordinátáit így az x y− koordináta-rendszerben
(4. ábra) az

(42)

képletekbõl számíthatjuk ki, ahol x j és y j a keretek, (nyílásokkal áttört) falak és
magok saját nyírásközéppontjának merõleges távolsága az x és y tengelyektõl. Az
egyes merevítõ elemek (42) összefüggésben szereplõ síkbeli sajátfrekvenciáit
meghatározhatjuk pl. a (28) összefüggés segítségével. Alternatív megoldásként
gyors eredményre juthatunk a Southwell-tétel és a Föppl–Papkovics-tétel ismételt
alkalmazásával (Kollár, 1979; Tarnai, 1991). Ily módon eljárva a legkisebb síkbeli
sajátfrekvencia alsó korlátjára az

(43)

összefüggést kapjuk, ahol az fb és fs értékeit a (13) és (9) képletekbõl számíthat-
juk ki.

A gyakorlati számítás során a (43) összefüggés rendszerint tovább egyszerûsö-
dik. Merevítõfalaknál és magoknál a jobb oldal második tagja eltûnik, és így

(43a)

Kereteknél pedig az elsõ tag általában elhanyagolható a második tag mellett, és
így

(43b)

Ha már ismerjük a nyírásközéppont helyét, a (34) és (35) képletek segítségével
meghatározhatjuk a Saint-Venant merevség és az öblösödési merevség értékét ab-
ban a koordináta-rendszerben, amelynek kezdõpontja a nyírásközéppontban van.
A tiszta csavarási rezgés sajátfrekvenciájának értékét ezek után a (36) összefüggés
szolgáltatja.

Minden olyan esetben, amikor a merevítõrendszer nyírásközéppontja és az épü-
let tömegközéppontja nem esik egybe, számolni kell az fx, fy és fj „alap” frekvenci-
ák kombinálódásával. A kombinálódást igen egyszerûen, az

(44)
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egyenlet segítségével vehetjük figyelembe. Az egyenlet legkisebb gyöke az épület
legkisebb kapcsolt sajátfrekvenciáját szolgáltatja.

Az egyenletben szereplõ együtthatókat az

(45)

képletekbõl számíthatjuk ki, ahol a tx és ty excentricitási paraméterek értékét a

(46)

összefüggések szolgáltatják, ahol ip az inerciasugár és xc és yc az épület geometriai
középpontjának koordinátái a nyírásközépponti koordináta-rendszerben. Értékü-
ket a (32) és (33) képletekbõl számíthatjuk ki.

Az épület sajátfrekvenciáit más tényezõk is befolyásolhatják, mint például a
csillapítás, a berepedt vasbeton-keresztmetszetek repedés miatt bekövetkezõ me-
revségcsökkenése vagy a merevítõ elemek rugalmas befogása (az alapozásnál). Az
ilyen „másodrendû” fontosságú hatások tárgyalása túlmutat e dolgozat keretein, és
itt csak utalunk néhány ide vonatkozó irodalomra, ahol részletesebb információ ta-
lálható (Barkan, 1962; Dulácska, 1982 és 1992; Rosman, 1973; Fintel, 1974; Ellis,
1986).

6. A SZÁMÍTÁS GYAKORLATI VÉGREHAJTÁSA; SZÁMPÉLDA

A bemutatott módszer általános érvényû abban az értelemben, hogy feltételezi,
hogy a merevítõrendszer teljes, vagyis kereteket, nyílásokkal áttört falakat, tömör
falakat és magokat is tartalmaz, és a képletek tartalmazzák az összes érintett me-
revség hatását. A gyakorlatban azonban a képletek minden esetben egyszerûsöd-
nek. Ha a merevítõrendszer tényleg minden típust tartalmaz, akkor azért, mert a fa-
lak/magok hajlítási merevsége mellett a nagyságrendekkel kisebb keretoszlop-me-
revségek elhanyagolhatók, ha pedig valamely típus hiányzik, akkor azért, mert a
képletekbõl kiesik a hiányzó merevítõelem-típushoz tartozó tag. A számítás így
minden esetben jelentõsen egyszerûsödhet.
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A bemutatott eljárás az elméleti megfontolások sorrendjében adja meg a képle-
teket. A gyakorlati számítás során azonban ettõl a sorrendtõl célszerû némileg el-
térni, hogy a számítást logikus rendszerbe foglaljuk. A számítást tehát a következõ
lépések szerint javasoljuk elvégezni:

1. Az egyes merevítõelemek alapadatainak meghatározása
Keretek/nyílásokkal áttört falak: Kb,i, Kc,i, Ki, f s i′,

2 , Ig,i, f g i,
2 , s i

2 , Ke,i,

f f fs i b i i, ,, ,2 2 2

Falak és magok: EIy,k, EIx,k, f fx k y k, ,,2 2

2. Az excentricitási jellemzõk meghatározása: x y x y io o c c p x y, , , , , ,τ τ
3. Az x irányú síkbeli rezgés sajátfrekvenciája: EI f K K s fy b x e x x x s x, , , , , ,, , ,

2 2

k f x, ,h 2

4. Az y irányú síkbeli rezgés sajátfrekvenciája: EI f K K s fx b y e y y y s y, , , , , ,, , ,
2 2

k f y, ,h 2

5. A tiszta csavaró rezgés sajátfrekvenciája: EIw, (GJ), (GJ)e, s f kϕ ω ϕ, , ,2

h ϕ ϕ, f 2

6. A rezgések kapcsolódása; az épület legkisebb sajátfrekvenciája: ao, a1,
a2, f

A módszer alkalmazását és a számítás gyakorlati végrehajtását a földszint plusz
22 emeletes Sheffield Arts Tower legkisebb sajátfrekvenciájának meghatározásá-
val mutatjuk be. A példa minden merevítõelem-típust tartalmaz és a rendszer leg-
kisebb sajátfrekvenciája a síkbeli és tiszta csavarási rezgések kapcsolódása ered-
ményeképpen adódik.

Az épület vízszintes merevségét négy mag és az alaprajz kerületén elhelyezke-
dõ négy keret biztosítja. A kereteket a földszinten 16 igen zömök oszlop váltja ki,
ily módon a földszinti rész jóval merevebb, mint a felszerkezet. Az egyszerûsített
számításhoz az 5. ábrán alaprajzával vázolt felszerkezet merevítõrendszerét te-
kintjük. A számításhoz felhasználandó alapadatok a következõk.

Az alaprajz méretei: L = 36,0 m, B = 21,0 m.
Az emeletmagasság: h = 3,0 m. Az épület magassága: H = 66,0 m.
A rugalmassági modulus: E = 23000 MN/m2.
A nyírási rugalmassági modulus: G = 9583 MN/m2.
Az épület becsült térfogategységre jutó súlya: g = 2,5 kN/m3.
Az egységhosszra jutó tömeg m = 192,7 kg/m.
A csökkentõ tényezõ értéke (az 1. táblázatból) rf = 0,956.
A keretoszlopok és keretgerendák keresztmetszeti mérete 0,40/0,40 (méter).
A magokra vonatkozó adatokat a 3. táblázat tartalmazza (falvastagság: 0,30 m).
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3. táblázat. Az 5., 6., 7. és 8. jelû merevítõmagra vonatkozó adatok

Merevítõ elem x i yi Ix,i Iy,i It,i Iw,I xi yi

5 12,79 8,90 22,87 9,07 0,145 140,86 –5,05 –0,82
6 12,02 9,05 23,81 6,31 0,130 66,31 –5,82 –0,67
7 23,37 8,95 17,66 3,05 0,113 9,85 5,53 –0,77
8 22,76 9,15 31,17 15,49 0,165 265,12 4,92 0,57

S 95,51 33,92 0,553 482,14

6.1 A MEREVÍTÕELEMEK ALAPADATAINAK MEGHATÁROZÁSA

Az azonos geometriai és merevségi adatokkal rendelkezõ 1. és 2. jelû keret glo-
bális és lokális nyírási merevségét az (1) és (2) képletbõl számítjuk ki:

A keret nyírási merevségét – a (4) összefüggés segítségével – a (3) képlet szol-
gáltatja:
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A nyírási merevséghez tartozó sajátfrekvencia értékét az (5) képletbõl határoz-
zuk meg:

Az oszlopkeresztmetszetek globális tehetetlenségi nyomatéka a (6a) összefüg-
gés szerint

A globális hajlítási merevséghez tartozó frekvenciát a (7) képletbõl határozzuk
meg:

A (11) összefüggéssel meghatározott hatékonysági tényezõ

és a (10) összefüggéssel definiált hatékony nyírási merevség

segítségével a (9) képletbõl most már kiszámíthatjuk a hatékony nyírási merevség-
hez tartozó sajátfrekvenciát

Az oszlopok lokális hajlítási merevségéhez tartozó sajátfrekvenciát ((13) kép-
let) most nem számítjuk ki, mivel a merevítõrendszerben magok is vannak, és a
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magok nagyságrendekkel nagyobb hajlítási merevsége mellett a keretoszlopok
merevsége elhanyagolható,

A késõbbiekben (a nyírásközéppont helyének meghatározásához) szükség lesz
még a keret sajátfrekvenciájára. A sajátfrekvenciát – az oszlopok lokális hajlításá-
hoz tartozó (és nagyságrendekkel kisebb) rész elhanyagolásával – a (43b) össze-
függésbõl kapjuk meg:

Az azonos geometriai és merevségi adatokkal rendelkezõ 3. és 4. jelû keret
vizsgálata a fentiekkel azonos módon, ugyanazoknak a képleteknek a felhasználá-
sával történik. A globális és lokális nyírási merevségét az (1) és (2) képletbõl szá-
mítjuk ki:

A keret nyírási merevségét – a (4) összefüggés segítségével – a (3) képlet szol-
gáltatja:

A nyírási merevséghez tartozó sajátfrekvencia értékét az (5) képletbõl határoz-
zuk meg:

Az oszlopkeresztmetszetek globális tehetetlenségi nyomatéka a (6a) összefüg-
gés szerint
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A globális hajlítási merevséghez tartozó frekvenciát a (7) képletbõl határozzuk
meg:

A (11) összefüggéssel meghatározott hatékonysági tényezõ

és a (10) összefüggéssel definiált hatékony nyírási merevség

segítségével a (9) képletbõl most már kiszámíthatjuk a hatékony nyírási merevség-
hez tartozó sajátfrekvenciát

Mivel a merevítõrendszerben magok is vannak, és a magok hajlítási merevsége
nagyságrendekkel nagyobb, mint a keretoszlopok merevsége, az oszlopok lokális
hajlítási merevségéhez tartozó sajátfrekvenciát ((13) képlet) most sem számítjuk
ki.

A késõbbiekben (a nyírásközéppont helyének meghatározásához) szükség lesz
még a keret sajátfrekvenciájára. A sajátfrekvenciát – az oszlopok lokális hajlításá-
hoz tartozó rész elhanyagolásával – a (43b) összefüggésbõl számítjuk ki:

Az 5., 6., 7. és 8. jelû merevítõmag sajátfrekvenciáját a (15) összefüggés alapján
határozzuk meg:

és
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illetve:

Az 5., 6., 7. és 8. jelû merevítõmagra vonatkozó adatok a 3. táblázatban talál-
hatók.

6.2 A NYÍRÁSKÖZÉPPONT HELYÉNEK ÉS A MEREVÍTÕRENDSZER
EXCENTRICITÁSÁNAK MEGHATÁROZÁSA

A merevítõelemek sajátfrekvenciáinak ismeretében a nyírásközéppont két
koordinátája a (42) összefüggések segítségével határozható meg:

A koordináta-rendszer középpontját a nyírásközéppontba helyezzük át. A új
x–y koordináta-rendszerben (5. ábra) az alaprajz geometriai középpontjának koor-
dinátáit a (33a) összefüggés szolgáltatja:

226 Zalka Károly

o

, , , , , , , , ,
x ,

, , , , ,

× + × + × + × + ×= =
× + + + +

0 0144 36 0 0412 12 79 0 0428 12 02 0 0318 23 37 0 0561 22 76
17 84 m,

2 0 0144 0 0412 0 0428 0 0318 0 0561

o

, , , , , , , , ,
y ,

, , , , ,

× + × + × + × + ×= =
× + + + +

0 0262 21 0 0163 8 9 0 0114 9 05 0 0055 8 95 0 0279 9 15
9 72 m.

2 0 0262 0 0163 0 0114 0 0055 0 0279

c o

L
x x ,= − = 0 16 m és

2 c o

B
y y , .= − = 0 78m

2

f w x

,y

, r E I , , ,
f , ,

H m ,

× × × ×= = =
×

2 2 6
52 2

5 4 4

0 313 0 313 0 956 23 10 22 87
0 0412 Hz

66 192 7

f w y f w x

,x ,y

, r E I , r E I
f , , f , ,

H m H m
= = = =

2 2
6 62 2 2 2

6 64 4

0 313 0 313
0 0114 Hz 0 0428Hz

f w y f w x

,x ,y

, r E I , r E I
f , , f , ,

H m H m
= = = =

2 2
7 72 2 2 2

7 74 4

0 313 0 313
0 0055Hz 0 0318Hz

f w y f w x

,x ,y

, r E I , r E I
f , , f , .

H m H m
= = = =

2 2
8 82 2 2 2

8 84 4

0 313 0 313
0 0279Hz 0 0561Hz



A merevítõrendszer excentricitását így a (33) képletbõl kapjuk:

Az inerciasugár értékét a (32) képletbõl számítjuk ki:

végül az excentricitás két komponensét az x és y irányban a (46) képletek adják:

6.3 AZ x IRÁNYÚ SÍKBELI REZGÉS SAJÁTFREKVENCIÁJA

A merevítõrendszer hajlítási merevségét a (16) összefüggés segítségével hatá-
rozzuk meg, ahol a nagyságrendekkel kisebb elsõ tagot (a keretoszlopok merevsé-
gét) a második tag (merevítõmagok merevsége) mellett elhanyagoljuk:

Az ehhez a hajlítási merevséghez tartozó frekvencia a (17) képletbõl számítható
ki:

A rendszer hatékony nyírási merevségét a (18) képletbõl kapjuk meg:
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A rendszer eredeti nyírási merevsége a (3) és (21) összefüggések alapján:

A hatékonysági tényezõ így a (20) összefüggésbõl

A hatékony nyírási merevséghez tartozó frekvenciát a (19) képlet szolgáltatja:

A (26) összefüggéssel megadott k dimenziótlan paraméter

függvényében az h frekvencia paraméter értékét a 2. táblázatból kapjuk meg:

h = 0,879.

A fenti tényezõk ismeretében az épület x irányú rezgésének frekvenciáját a (28)
képlet szolgáltatja:

6.4 AZ y IRÁNYÚ SÍKBELI REZGÉS SAJÁTFREKVENCIÁJA

A merevítõrendszer hajlítási merevségét a (16) összefüggés segítségével hatá-
rozzuk meg, ahol a nagyságrendekkel kisebb elsõ tagot (a keretoszlopok merevsé-
gét) a második tag (a merevítõmagok merevsége) mellett elhanyagoljuk:
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Az ehhez a hajlítási merevséghez tartozó frekvencia a (17) képletbõl számítható
ki:

A rendszer hatékony nyírási merevségét a (18) képletbõl kapjuk meg:

A rendszer eredeti nyírási merevsége a (3) és (21) összefüggések alapján:

A hatékonysági tényezõ így a (20) összefüggésbõl

A hatékony nyírási merevséghez tartozó frekvenciát a (19) képlet szolgáltatja:

A (26) összefüggéssel megadott k dimenziótlan paraméter

függvényében az h frekvencia paramétert a 2. táblázatból kapjuk meg:

h = 0.643.

A fenti tényezõk ismeretében az épület y irányú rezgésének frekvenciáját a (28)
képlet szolgáltatja:
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6.5 A TISZTA CSAVARÓ REZGÉS SAJÁTFREKVENCIÁJA

Az öblösödési inercianyomaték értékét a (35) képlet segítségével határozzuk
meg a képlet alatti megjegyzés figyelembevételével, miszerint a keretoszlopokhoz
tartozó öblösödési inercianyomaték értéke elhanyagolható. Így

A hatékony Saint-Venant csavarási merevség értékét a (34) képletbõl számítjuk
ki:

Az eredeti Saint-Venant csavarási merevséget a (40) képlet adja:

A (39) képlettel megadott Saint-Venant csavarási merevség hatékonyságát jel-
lemzõ sj tényezõ értéke:

A (37) és (38) összefüggésekbõl most már kiszámíthatjuk az öblösödési és
Saint-Venant merevségekhez tartozó frekvenciák értékét:

és
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A (41) összefüggéssel definiált kj csavarási paraméter

függvényében az hj rezgés paraméter értékét a 2. táblázatból kapjuk:

hj = 1,266.

Végül a (36) képlet segítségével meghatározhatjuk a tiszta csavaró rezgés frek-
venciáját:

6.6 A FREKVENCIÁK KAPCSOLÓDÁSA; AZ ÉPÜLET LEGKISEBB
SAJÁTFREKVENCIÁJA

Az épület alaprajzának súlypontja és a merevítõrendszer csavarási középpontja
nem esik egybe, és így számolni kell a síkbeli és csavarási rezgések kapcsolódásá-
val. A számításhoz szükséges segédmennyiségeket a (45) összefüggésbõl határoz-
zuk meg:

A fenti paraméterekkel a (44) egyenlet legkisebb gyöke, és így az épület legki-
sebb sajátfrekvenciája

f = 0,364 Hz.

7. A MÓDSZER PONTOSSÁGÁRÓL

A javasolt módszer pontosságának megállapítására átfogó pontossági vizsgála-
tot hajtottunk végre. A vizsgált szerkezeteket két csoportba osztottuk. Elõször hat
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darab önálló keret és két nyílásokkat áttört fal legkisebb sajátfrekvenciáját határoz-
tuk meg és hasonlítottuk össze a végeselemes megoldással. A keretek és nyílások-
kal áttört falak 4-, 10-, 16-, 22-, 28-, 34-, 40-, 60- és 80-szintesek voltak. Az egy-,
két- és háromhajós keretek keretállása 6 méter, az emeletmagasság 3 méter volt. A
keretgerendák és keretoszlopok keresztmetszetét úgy állapítottuk meg, hogy a me-
revségek széles skáláját biztosítsák. A végeselemes számítások tanúsága szerint a
rezgésalakok a dominálóan hajlítási alaktól a vegyes hajlítási/nyírási alakokon ke-
resztül a dominálóan nyírási jellegû alakok között változtak. A végeselemes vizs-
gálathoz az AXIS VM programot (AXIS, 2001) használtuk, amelynek az eredmé-
nyeit „pontos” eredményeknek tekintettük. Az eredmények összefoglalása a 4.
táblázat elsõ sorában található.

Az önálló keretek sajátfrekvenciájának meghatározása után a vizsgálatot kiter-
jesztettük merevítõrendszerek vizsgálatára. A hat keretet és két nyílásokkal áttört
falat kiegészítettük négy merevítõfallal és hat darab két, egy három és egy négy
elembõl álló merevítõrendszert alakítottunk ki. A merevítõrendszerek magasságát
nyolc lépésben 4-tõl 80 szintig növeltük.

Mivel a javasolt eljárás legfontosabb eleme a keretekbõl, nyílásokkal áttört fa-
lakból és magokból álló merevítõrendszer legkisebb síkbeli sajátfrekvenciájának
meghatározása, a vizsgálat a (28) összefüggés pontosságának ellenõrzésére irá-
nyult. Meghatároztuk a nyolc merevítõrendszer 72 változatának legkisebb saját-
frekvenciáját, és az eredményeket összehasonlítottuk a véges elemes megoldások-
kal. Az eredményeket a 4. táblázat második sora foglalja össze.

A 4. táblázatban összefoglalt eredmények tanúsága szerint a (28) összefüggés
megfelelõ pontossággal szolgáltatja a legkisebb sajátfrekvencia értékét. A vizsgált
144 esetben a „pontos” és a közelítõ érték közötti átlagos eltérés mintegy 2% volt.
A (28) összefüggés maximális hibája 7% volt.

4. táblázat. A legkisebb sajátfrekvencia (28) képlettel kiszámított értékének százalékos eltérése
a véges elemes megoldástól (AXIS, 2001)

Szerkezet Hibatartomány* Az abszolút Az abszolút

értékû hibák értékû hibák

átlaga maximális értéke

72 darab keret –3% – +7% 1,6% 7%
72 darab keretekbõl és
falakból álló rendszer –6% – +5% 2,1% 6%

* A negatív hiba a biztonság kárára való eltérést jelöli.
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AN APPROXIMATE METHOD FOR THE CALCULATION
OF THE FUNDAMENTAL FREQUENCY

OF BUILDING STRUCTURES

Summary

Based on the equivalent column approach, a simple hand method is presented for the 3-
dimensional frequency analysis of buildings braced by frameworks, coupled shear walls, shear walls
and cores. Lateral vibration is characterised by three types of deformation: the full-height ‘local’
bending of the individual columns/wall sections/shear walls/cores, the full-height ‘global’ bending of
the frameworks/coupled shear walls, which is associated with the axial deformations of the
columns/wall sections, and the shear deformation of the frameworks/coupled shear walls. Based on
the stiffnesses associated with these three types of deformation, a closed formula is derived for the
calculation of the lateral frequencies. An analogy between bending and torsion is used to carry out the
pure torsional frequency analysis. The coupling of the lateral and pure torsional modes is taken into
account by a simple algebraic equation. The results of a comprehensive accuracy analysis covering
144 multistorey structures demonstrate good agreement with the Finite Element solution: the average
difference being 2% and the maximum difference being 7%. A detailed worked example with step-
by-step instructions shows the easy use of the method.

Keywords: vibration, frequency, bracing system, 3D-behaviour, earthquake
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