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Unter cinem Ring wird in dicser Nofe stets ein- assoziativer Ring verstanden.
Beziiglich der nétigen Grundbegrille wird aul’ Jacobson [2] und Rédei [5) verwiesen.
Fiir cin Rechtsideal R und eine Teilmenge 7 eines Ringes 4 bedeutet der Reéchts- )
idealquotient R : T bekanntlich die Menge R:T = {x;xed,Tx < R}, der "
offenbar cin Rechtsideal von A ist. Ist insbesondere auch 7 ein Rechtsideal von 4,
so ist auch R : T ein Ideal von A. Fiir eine beliebige Menge von Rechtsidealen R, *
von A gill offenbar MY (R, :T) (R, :T).

Ein Rechtsideal R von 4 wird quasimodular in A genannt, wennes R:4 = R, -

gill. Damit ist dquivalent, dass es fiir jedes v ¢ R, x & A wenigstens ecin ye A mit® . *
rxd R gibt (vgl. [9]). Offenbar ist jedes modulare Rechtsideal auch quasimodulat.
In der Arbeit [9] wurde aber dic Existenz cines Ringes A mit einem solchen quasi-
modularen maximalen Rechisideal R gezeigt, dass R in A nicht modular ist. Ein
Ideal Q cines Ringes A wird quasiprimitiv genannt, wenn in A4 ein quasimodulares
maximales Rechtsideal R mit der Bedingung Q = R : 4 existiert. Ein Ring heisst
quasiprimitiv, wenn das Nullideal (0) in A quasiprimitiv ist.

Folgende Behauptungen kisnnen leicht bewiesen werden:

(1) jeder kammutative quasiprimitive Ring ist cin Korper;

< (2) jeder Artinsche quasiprimitive Ring ist einfach, und somit cin voller Matrix-
ring iiber cinem Schiclfkérper;

(3) jedes quasiprimitive Ideal Q eines Ringes A4 ist ein Primideal von 4, d.h.
nus BC = QO folat fiir dic Ideale B und C von A gewiss B < Q oder C € 0.

Der Beweis dicser Feststellungen braucht hier nicht vorgenommen werden.

Bekanntlich spiclt das Jacobsonsche Radikal / eines Ringes, das dic Singularitit
des Ringes in gewissem Sinne misst, von dem Gesichtspunkt der Ringstruktur aus,
gine schr wichlige Rolle.*)

*) Deztiplich der Definitionen und Charakterisierungen des Jacobsonschen Radikales wird

_ul Jacobton [2]. Fuchs [1] und Kertész [3] verwicsen. Weiterhin wurde von Kertész [4] gezeigt,

dast das Jacohsonsehe Radikal mit dem Durchsehniit aller quasimodularen maximalen Rechisideale

Bherelnstimmt. In meiner Avheit [9) wionde die 1 aetens cines quasimodularen maximaten Rechis-
idealer einet Rinpes, das nicht modular im Ring ist, geseigl.
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Das Zicl dieser ist nun cine formal ncue Charakterisicrung i das Jacobsonsche
Radikal (F eines Ringes A anzugeben.*) Wir werden nimlich zeigen, dass (/ auch
mit dem Durchschnitt @, aller quasiprimitiven Ideale Q, von A iibereinstimmt.
Diese Tatsache wird so bewicsen, dass ganz clementar und ohne die Feststellung
von quasiregularen Elementen und von einfachen Operatormodulen das Uberein-
stimmen von vier Durchschnitten, deren jeder mit dem Jacobsonschen Radikal (7
gleich ist, gezeigt wird. Diese Charakterisierung fiir G liefert insbesondere auch
eine Losung eines Problems von Herrn Dr. O. Steinfeld, der in einem persénlichem
Gespriich die Frage aufgeworfen hat, ob in Ringen D, = G oder D, # F bestehen
soll, wobei die Bezeichnungen die Folgenden sind:*¥)

@D, ist der Durchschnitt aller primitiven Ideale von 4;

D, ist der Durchschnitt aller quasiprimitiven Ideale von 4;

0y ist der Durchschnitt aller modularen maximalen Rechtsideale von A:

@y ist der Durchschnitt aller quasimodularen maximalen Rechtsideale von.

Jetzt brauchen wir einige Behauptungen.

BEHAUPTUNG . Ist R ein quasimodulares maximales Rechtsideal und x ein
beliebiges Element von A mit x¢ R, so ist Ry=R:x={y;yeA,xye R} ein
modulares maximales Rechtsideal von A.

"

Beweis. Es sei z ein beliebiges Element von 4 mit z ¢ R, Dann ergibt sich wegen

-exz ¢ R, der Maximalitit und Quasimodularitit von R gewiss xzA-|-R == A. Also

‘gibt es fiir jedes Element u € 4 Elemente v € 4 und r € R mit xu = xzv-+-r, woraus
wegen X (4 — zv) € R offenbar u — zv € Ry, ue zA+ Ry und A = zA+ Ry folgen,
was die Maximalitit von R; in 4 zeigt. Wegen xz4A+R = A gibt es Elemente
‘'wed und se R mit xzw-+s = x, woraus sich wegen x(l —zw)Ad =54 < R
gewiss (1 — zw) A € Rz und somit a = zwa (mod R;) fiir jedes ae 4 ergibt, was
die Modularitit von Ry = R :x in A bedeulet, w.z.b.w.

BEHAUPTUNG 2. (vgl. [3], [4] und [9]) Dy ist ein zweiseitiges Ideal wvon A.

Beweis. Offenbar gilt D4 A = Dy. Nehmen wir jetzt 4Dy CE_ 4 an. Dann gibt
es Elemente ae 4, de D4 und ein quasimodulares maximales Rechtsideal R von
A mit ad ¢ R. Ist nun R, = R : a, so ist R, wegen « ¢ R und wegen der Behauptung

*) Diese Note ist eine verdnderte Version meines urspriinglichen Manuskriptes von Friihling
1966.

*#) Herr Dr. O. Steinfeld hat bemerkt, dass er [iir gewisse Verbandshalbgruppen (im Sinne [6]
bzw. [7]) den quasiprimitiven Absorbenten bzw. quasimodularen Rechtsabsorbenten definiert hat.
Dann fragte er ob in Ringen (D2 = F oder (), # F gilt. Ich habe dann fiir Ringe Dy = T mit
der Hilfe von quasiregularen Elementen bewiesen, und zwar folgendermassen: Da <F der Durchschnitt
aller primitiven Idealo ist, gilt offenbar D2 < . Existiert ein je F mit j ¢ D,, so gibt es ein
quasimodulares maximales Rechtsideal R des Ringes 4 mit j¢ R : 4, folglich mit Aj $ R. Also
existiert ein g€ 4 mit aj ¢ R. Wegen der | Maximalitdt und Quasimodularitit von R in A4 ergibt
sich @A+ R = A, und somit gibt es Elemente b ¢ A und r € R mit ajb+r = a, fiir das wegen aj € R
auch a ¢ R gilt. Wegen j ¢ F gibt es ein quasiinverses Element k von jb mit jb+k — jbk = 0, woher
man wegen 6 =a(l —jb)(1 —k) = r(l —k)e R einen Widerspruch zu a ¢ R erhilt. Also ist
D2 =L
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| cin modulares maximales Rechtsideal von 4 mit der Bedingung d ¢ R, was der
Vorausselzung de Wy < Ny = R, widerspricht. Also  gilt auch ADy < Dy.
lasst sich auch das wohlbekannte Resultat beweisen:

Ganz ahnlich

BEHAUPTUNG 3. (vgl. [2]). D3 ist ein zweiseitiges Ideal von A.
Es gilt der folgende

D, = Dy = Dy = Da, also stimmt

Satz. Fiir jeden Ring bestehen F=
lem Durchschnitt aller quasiprimitiven

inshesondere das Jacobsonsche Radikal (F mit ¢
Ideale von A uberein.

Beweis. Man erhilt offenbar Dy =Dy und Dy = D,. Da nach der Behaup-
tung 2 gilt es gewiss Dy < Dy : A, ergibt sich wegen Dys(MR): A=

denn besteht R,: A4 € R,

(SR, £ ) = Dy = (M Ra= D4 auch Dy = Do,

wobei R, die quasimodularen maximalen Rechtsideale von A iiberliult. Also crgibt

sich Dy = Dy < D3 =D, denn @y = ), lisst sich ganz ahnlich beweisen. Nehmen

wir jetzt Dy # D3 an. Dann gibt es wegen D4 = D5 ein Element de Dy mit d¢ Dy ‘

und somit ein quasimodulares maximales Rechtsideal R von A mit d¢ R und ein if ool

Element x € A mit xd ¢ R, denn R ist quasimodular in A. Dann ist R, = R:xnach .~ |

der Behauptung | cin modulares maximales Rech deal von 4, fiir das dé¢ Re -

gilt. Wegen de @Dy < Ry ist das aber ein Widerspruch, und somit ergibt sich Xy = 2 |

=Dy=D=Dr=F s 5 |
o ) |

pronLEM.*¥) Gibt cs einen Ring A mit cinem quasiprimitiven Ideal Q, das in - |

Q kein primitives Ideal ist? Il

Zum Schluss mochte ich meinem Kollegen, Herrn Dr. O. Steinfeld fiir scine i |
Fragenaufstellung bezijglich der Giiltigkeit von @, = F oder ), # (F in Ringen,
fiir seine Bemerkungen und fiir die Mitteilung der Definition des quasiprimitiven
Absorbenten eines Elementes in einer Verbandshalbgruppe danken (vgl. 61, [71,

bzw. dem ersten Teil der Fussnote 3).
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