Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006), 121-137.

SULYOK MEGHATAROZASA PAROS OSSZEHASONLITAS
MATRIXOK LEGKISEBB NEGYZETES KOZELITESE ALAPJAN

BOZOKI SANDOR

Budapest

A paros sszehasonlitasok modszere a tobbszempontii dontési feladatok megolda-
sanak egy lehetséges eszkoze mind a szempontsilyok meghatarozasaban, mind az al-
ternativak értékelésében. A szempontokat paronként 6sszehasonlitva, fontossagaiknak a
dontéshozé altal megitélt aranyait matrixba rendezve a feladat a stilyvektor meghataro-
z4sa gy, hogy annak komponensei valamilyen értelemben jol illeszkedjenek a déntéshozo
altal megadott értékekhez.

A paros Osszehasonlitas matrixbol a stlyok kiszamitasara leggyakrabban hasznalt
sajatvektor modszer (Analytic Hierarchy Process) mellett szamos tavolsdgminimaliza-
16 médszer is létezik. Ezek egyike a legkisebb négyzetek méddszere, melynek megolda-
sa nemlinearis, nemkonvex fliggvény feltételes optimalizalasat jelenti. A cikkben olyan
moédszereket mutatunk be a paros 8sszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes becslé-
sére, amelyek a célfiiggvény Osszes lokalis és globalis minimumbhelyének meghatarozasara
alkalmasak.

1. Paros 6sszehasonlitas matrixok

A t6bbszemponti dontési modellekben a cél véges szamu alternativa véges sza-
mi szempont szerint térténd rangsorolasa. A palyazatok versenyeztetése, a vallalati
stratégidk kozil a legjobb kivalasztasa, a kozbeszerzési eljarasok, adott poziciéra
a legalkalmasabb személy kivalasztasa olyan gyakorlati problémak, amelyek tobb-
szempontd dontési feladat megoldasara vezetnek. A szempontok altaldban nem
egyforman fontosak, sziikség van tehat olyan modszerre, amely a szempontokat fon-
tossagi silyokkal 1atja el ugy, hogy az a dontéshozd céljaival harmoénidban alljon.
A feladat egyik nehézsége, hogy a fontossagnak nincs altalanosan elfogadott mér-
tékegysége, azt csak valamilyen skalaval egyiitt lehet értelmezni. Eléfordul, hogy a
dontéshozé kozvetlenill, szamszerien meg tudja adni a szempontsiulyokat, ezt egy-
szerd kozvetlen becslésnek is nevezi az irodalom [27]. Nagyobb méretd, Gsszetett
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feladatoknal azonban nem varhato el, hogy a modellez6 rendelkezésére bocsassa a
szamszerisitett értékeket. A probléma kisebb részekre torténd bontasaval azonban
elérhetd, hogy a dontéshozénak csak egyszert, vilagos kérdéseket kell megvalaszol-
nia, azokbél mégis elGallithat6 az egész. feladat szempontsuly-rendszere. Axiéma-
ként elfogadjuk a preferencia-modellezésben hasznalt feltételt, miszerint a dontés-
hozo képes két dolog (ami lehet pl. a szempontok fontossiga) 6sszehasonlitasara:
meg tudja mondani, hogy valamelyik jobb (vagy nagyobb) a masiknal, vagy egy-
formaék.

Condorcet [10] és Borda [2] szavazasi feladataikban mar az 1780-as években
bevezették a pdros (vagy paronkénti) dsszehasonlitds fogalmat, mint az egyéni pre-
ferencidk alapjan felallitott rangsor két eleme koz6tti viszonyt. A paros Gsszehason-
litas, mint modszer alkalmazasi lehetségeit Kindler [27] torténeti és modszertani
attekintése targyalja, melybdl itt csak a csak legfontosabbakat emeljik ki. A ki-
sérleti pszicholégiaban az 1920-as években jelent meg e fogalom Thorndike [34] és
Thurstone [35] munkaiban. Churchman és Ackoff [9] eljarasaban az elemeket elszér
ordinalis értelemben rendezni kell, ezutan valamelyiket régzitve és a tobbivel kar-
dinalis értelemben osszehasonlitva szamszerd eredmények adédnak. Guilford [21]
modelljében pusztan ordinalis informéciék alapjan kardinalis sorrend allapithato
meg. Tobb déntéshozd (csoportos dontéshozatal) esetére dolgozta ki Kendall [25]
a rola elnevezett egyetértési egyutthatot.

Bar e dolgozatnak nem célja az emberi racionalitas korlatait és paradoxonait
firtatni, megjegyezziik, hogy a paronkénti dsszehasonlitasok a dontéshozokkal tor-
téné elvégeztetésének fontos modszertani szempontja, hogy nem mindegy, milyen
sorrendben tessziik fel a kérdéseket. A szabalyos elrendezés szinte mindig torzit, a
véletlenszerii mar kevésbé, a Ross-féle elrendezés {32] pedig a véletlennél is kisebb
torzitassal miikodik.

A dolgozatban a paros Osszehasonlitasok azon véltozatat targyaljuk, amely-
ben az elemeket aranyskalan hasonlitjuk dssze, azaz a dontéshozétdl olyan forma-
ban varjuk az elemek Osszehasonlitasat, hogy hanyszor tekinti az egyiket jobbnak
vagy nagyobbnak a masiknal [33]. A paronkénti Gsszehasonlitasokbdl felépithetd
egy négyzetes matrix, melynek definici6ja a kévetkezd:

Definicié. (Péaros ésszehasonlitas matrix.) Jelolje R}™™ a pozitiv valos elemek-
bél alldé n x n-es matrixok osztalyat. Az

1 a2 a3 ... Qlp
1/a12 1 ao3 ... QGop
A = 1/a1z 1/azs 1 ... Q3n eRr_:_xn
l/aln l/agn 1/(13,1 1
métrixot paros osszehasonlitds méatrixnak nevezzilk, ha minden ¢,7 =1,...,n in-
dexre teljesiil, hogy
(1) Ay = 1,
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1

A métrix a;; eleme azt mutatja meg, hogy a déntéshozo hanyszor jobbnak itéli
meg az i-edik objektumot a j-ediknél. (1) alapjin az onmagéval valé dsszehasonli-
tas eredménye mindig 1.

A (2) tulajdonsag azon a feltételezésen alapul, hogy ha a dontéshoz6 szamara
az i~edik objektum a;;-szer akkora, mint a j-edik, akkor a j-edik pontosan ;%-szer

akkora, mint az i-edik. Az (1)—(2)-bsl adédéan n objektum esetén (3) = "(Lz_l—)
Osszehasonlitassal adhaté meg a matrix.

Definicic (Konzisztens paros Osszehasonlitas matrix). Ha egy
A= [aij]i,j=1,2,...,n € RP"
matrixra (1)—(2)-n tal még
3) ijajk = ik

is teljesiil minden i,j,k = 1,...,n indexre, akkor konzisztens paros osszehasonli-
tas matrixnak nevezzik. Az (1)—(2) feltételt igen, de (3)-at nem teljesité matrixot
inkonzisztens matrixnak nevezziik.

A feladat: az elemek paronkénti dsszehasonlitasanak (A méatrix) ismeretében

a wiy, Ws, - - -, Wy, silyok meghatarozasa, ahol
w; > 0, 1=1,2,...,n
n
(4) > wi=1
i=1
A sulyokat egylittesen a w = (wyq,ws, ..., wy) sulyvektorral jeloljiik.

A probléméra tobb megoldasi lehet6ség kinalkozik. Az Analytic Hierarchy Pro-
cess (AHP) [33] modszertanban a matrix legnagyobb sajatértékéhez (Anyax) tartozo
jobboldali sajatvektor komponensei adjak a sulyokat. Mas, tavolsdgminimalizalé
médszerekben a matrix valamilyen célfiiggvény szerinti legjobb kozelitése alapjan
lehet a salyokra kdvetkeztetni. A legkisebb négyzetek madszere [8] és annak rela-
xalt valtozatai, mint pl. a silyozott legkisebb négyzetes [8], a logaritmikus legkisebb
négyzetes [12, 11], vagy a x2-es [22] feladatok mellett olyan megkozelitések talalha-
tok, mint a szingularis felbontés [19], célprogramozas {5], linearis programozas [7].

Konzisztens matrixok esetén minden egyes eljaras ugyanazt az eredményt ad-
ja. Inkonzisztens esetben a kiilonb6zé modszerek altal eredményezett sulyvektorok
kisebb-nagyobb mértékben eltérnek. Golany és Kress [20] tobb szempont alapjin
torténd osszehasonlité elemzésébél kideriil, hogy minden silyozasi médszernek van
elénye és hatranya, egyik sem nevezhets ,a legjobb”-nak.
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A t6bbi modszerrel ellentétben a legkisebb négyzetes feladatrol altalaban nem
mondhaté el, hogy megoldasa egyértelmid [22], [23]. A célfiiggvény ugyanis nem
feltétleniil konvex, és az eddigiekben publikalt eljarasoknal ([23], [15]) jelentSs ne-
hézséget okoz a stacionarius pontok meghatarozasa, mivel azok az iteraciés elvid
numerikus médszereket hasznaljak.

A kovetkezd fejezetben olyan moddszereket tekintiink at, amelyekkel megold-
hato a paros Osszehasonlitas matrixok legkisebb négyzetes kozelitése. Az eljarasok
elénye, hogy minden lokalis és globalis minimumhelyet megtalalnak, tovabba indu-
lépont valasztasara sincs sziikség.

2. A legkisebb négyzetek méodszere.

Legyen adott az A n x n-es péaros dsszehasonlitds matrix:

1 a2 a3 ... Qln
1/0.12 1 a23 ... Q2n
A = 1/a13 1/ags 1 ... Q3p
i/an 1/asn 1l/az, ... 1
Keressiik azt a w = (w;,ws, ..., wn) € R} vektort, amelynek komponenseib3l kép-
zett
1 wyf/we wyfws ... wi/wn
wz/wl 1 ’lUQ/'wg wg/wn
X = ’LU3/’w1 w3/w2 1 wg/wn
Wn/w) wp/we wnp/wz ... 1

matrix Frobenius-normaban a legjobban kozeliti A-t. Az optimalizalasi feladat te-
hat:

n n ws 2
minf A-X 3= Y (0= 2,
— §

i=1 j=1

n
E w; = 1,
i=1 . ’

W1, Wy, ..., Wn > 0.
Vezessiik be az 1, Z3,...,Tn-1 0j valtozokat a kovetkez8képpen:
Wy Wy Wy w1
(5) Iy =—, Tp=—>, ..., Ij= s ety Tl = —.
wa w3 Wit1 Wn
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Ekkor
1, ha i = 7;
w; Tj—1, hat=1é1<j<n;
wi | 7 haj=lésl<i<m
%:_:’ hal <i,j <mn,
igy az X matrix z; (1 = 1,2,...,n — 1) valtozokkal valo felirasa a kovetkezs:
1 T z3 Tn-1
1 1 2 En-1
T3 T T 7
1 E3% Tn-1
X=| = z2 1 z2 |,
1 = _z2 1
En-1 Tn-1  Tn-1
és az optimalizalasi feladat
. 2 .
mln“A_X”F: f(-'L'l,.’L'2,...,(L'n_1)

T1,%2, ..., Zn-1 >0,

alakban frhaté fel, ahol

- 2

=2 aij Tj-1
n-1 n 2 2
Tj-1 1 Ti-1
+53°05 e -2 +(—-=22) .
i=2 j=it1 Ti-1 Gij  Zj-1

Mivel f nyilt tartomanyon értelmezett differencialhaté fiiggvény, az optimalitas
elsérend( sziikséges feltétele olyan pont létezése, amelyre

of _ of of
6 — = == =0.
©) dr; Oxg 0Tn_1
Az f figgvény els6rendd parcialis derivaltjai az z,,2s,...,T,_1 valtozdk ra-

clonalis tortfliggvényei, hisz maga f is az volt. Adott ¢ (1 < ¢ < n — 1) indexhez
tartoz6 z; valtozo csak az X maétrix (¢ + 1)-edik soraban és oszlopaban fordul elg,
ezért az z%ff parcialis derivalt igy irhato:

af _
c’hi N
2 2 n SN2 Ti_1\2
6{(ai+1,1 —z;) +(ag i1 - ,%) + 2 [(ai+1,j - ﬁ:) + (aj,i+1"_‘;‘i_l) ]}
_ o
- 83:1- ’
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of 1\ 1
=-2(ai+1,—Zi) +2{a1i411— — )| =
Bz, (i1, —xi) + < 1,i+1 Ii) P
= T 1 Zj T;
+ — 2| Gig1,5 — 1) +2<a'- — ]—1)—3-—1.
; [ <z+1,] ;1 T; 1 7,i+1 z; 1‘12
J#i+1
Mivel —-[- felirasaban a nevezében xz (G=12...,n-1,7 #Ai), valamint z3 sze-
n-1
repel, a 5—$Li-et (xf 11 sz)-nel beszorozva a
j=1
Jj#i
1 _19f .
Pi(zy,72,...,ZTn-1) “Ea—f I:[ f.rijli[l:rjz, 1=1,2,...,n—-1

J#z

tobbvaltozos polinomokat kapjuk. A P; (i =1,2,...,n — 1) polinomok kozds gyo-
keit a

(7) Pl (mlvx2a"'axn—l):0
P2 (2,‘1,.’1,‘2,...,.’1,",,,_1) =0
P4 (iL‘l,xz,... ,In—l) =0

rendszer megoldasai adjak.

A dontési feladat szempontjabél csak a pozitiv valds (zy,z2,...,Zn—1) gyokdk
érdekesek, igy a (6) és (7) rendszerek egyenértékiek abban az értelemben, hogy
egy pozitiv valés (z1,Z2,...,Zn—1) (n — 1)-es pontosan akkor megoldasa (6)-nak,
ha (7)-nek is.

Haegy (z},%5,...,25_;) (n—1)-es f-nek minimumbhelye, akkor sziikségképpen
megoldasa a (7) polinomrendszernek is. Forditva, ha a pozitiv (z},z3,...,25_,)
vektor megoldasa a (7) polinomrendszernek, az f Hesse-métrix pozitiv definitsé-
gének ellendrzésével tudjuk ellendrizni, hogy valéban (lokalis) minimumbhely-e.

Ha igen, akkor (z%,z3,...,z%_;)-bol (5) és (4) alapjan felirhaté a keresett w =
(wy,ws,- .., wy,) sulyvektor. Kifejezve ugyanis (5)-bél a w; (1 =2,3,...,n) stlyo-
kat: '
w1y w1y w1 w1
Wwe=—, w3=—, ..., W= y e, Wp = ,
I T2 Ti-1 Tn—1

majd az egyenleteket Gsszeadva
8 w, = w _
( ) Z 1 1 : ;
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(4) szerint (8) baloldali kifejezése (1 — w))-gyel egyenls, igy wi-re

Wi L1
Wi = = n—1
Ti-1 1
1+ ]; =
adoédik. Kaptuk tehat, hogy az LSM-optimalis w salyvektor a (7) polinomrendszer
(z},23,...,25_;) megoldasabol az alabbi formula szerint szamolhaté:
’ 1
1 zi_,
Wy = w; = v 1=2,3,...,mn
1+ Yy & 1+ X
i=1 J j=1 i

3. Polinomrendszerek megoldasa

A matematikai (fSleg geometriai) és fizikai-mérndki problémak (kinetika és
egyensuly) gyakran vezetnek polinomialis rendszerek megoldasara, mely — mint
a nemlinearis rendszerek megoldédsa altaldban — nem konny(. Jelen fejezet atte-
kintést ad négy olyan maddszerrsl, amelyek segitségével kisméreti feladatok meg-
oldhatok. Mivel egy adott polinomrendszer Gsszes megoldasat keressiik, a Newton-
iteracion alapuld algoritmusokat nem targyaljuk. Megjegyezziik azonban, hogy vala-
mely polinomrendszer-megoldé algoritmus altal szolgaltatott megoldas, mely sziik-
ségképpen csak kozelité megoldas lehet, a Newton-iteracié induloértékéil valasztva
tetszélegesen pontosithaté.

3.1. Rezultans modszer
Bevezetésiil idézziik fel Gauss egyik legfontosabb eredményét.

TETEL. (Az algebra alaptétele.) Minden nemkonstans komplex f € Clz] poli-
nomnak van gyoke a C szamtestben.

Legyenek f és g egyvaltozés, valés egyiitthatos polinomok:
flz) = aoz™+ a1z 4.+ 41T + an,

box™ + b1z™ L 4 L 4 b 1T + Qs

Q
—~
5
N
I
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ahol ap # 0, bp # 0. Az algebra alaptételébs] kovetkezden f és g felirhatok gyokté-
nyezds szorzatalakban:

f@)=a]](@-a),

i=x]

) 9(z) =bo [[ @-8)),

j=1
ahol a;,3; €C,i=1,...,n,5=1,...,m
Definicié. Az f és g polinomok R(f, g)-vel jelslt rezultansa

IICE

j=1

:j:

R(f’ - aO

I
—_

(9) alapjan

g(0) =bo [ (i = 8;),

ij=

an

és hasonloan,

R(f,g) = af" Hg<az>

A definiciébol kévetkezik, hogy f-nek és g-nek pontosan akkor van kézos gyoke
C-ben, ha R(f, g) = 0. Megjegyezziik, hogy a rezultans definiciéja nem szimmetri-
kus az argumentumokra nézve, igaz viszont, hogy

R(g, f) = bgag’ H H ; — i) = (=1)""R(f,9).
R(g, f) egy masik alakban térténd felirasa:
R(g, f) = b} Hf (B;) -

Az alabbi tétel [28] szerint R(f,g) nemecsak f és g gyckeibdl, hanem kézvetleniil
az egyutthatokbol is szdmolhaté.
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TETEL. Jelélje D a kévetkezd (Sylvester-féle) matrix determindnsat:

G a1 a4z ... @
ay @1 ... Gp-1 Gp
D=loo b by o b T
bo b1 ... bmo1 by
bp b1 b ... by (ntm) x (n4m),
ahol az tiresen hagyott elemek 0-kat jelentenek. Ekkor
D = R(f,9).
Példa. Legyenek f és'g
f(z) = 2% — 5z — 14,
glzy =z -6z -T.
Az el6z6 tétel szerint
1 -5 -14 0
R =() L o dl=0
0 1 -6 -7

tehat f és g-nek kell, hogy legyen kozoés gyoke (x - 7 valéban az). Mindezt anélkiil
kaptuk, hogy ki kellett volna szamitanunk f és g gyokeit.

Legyen most adott a kovetkezd egyenletrendszer:
(10) flz,y) =0,
(11) g9(z,y) =0,

ahol f, g € Rz, y] kétvaltozos, valés egyiitthatds polinomok. Ha csak z-et tekinte-
nénk valtozonak, y-t pedig paraméternek, akkor az f-ben és g-ben, mint egyvaltozos
polinomokban szerepld tagok sorbarendezhet8k x kitevdjének nagysaga szerint:

(12) f(=@,y) = ao()z* + a1 ()" + ...+ ar—1(¥)z + ak(y),

(13) 9(z,y) = bo(y)zt + br(m)2! 1 + ...+ b1 (y)z + au(y),
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ahol ag(y),a1(y), ..., ax{y), bo(y),b1(y), - .., bi(y) € R[y] valés egyttthatds egyvalto-
z0s polinomjai y-nak. Felirhaté tehat R, (f, g), mint az f és g egyvaltozos polinomok
rezultansa:

ao(y) ar(y) ex(y) ... ar(y)
ao(y) ai1ly) . ak-1(y) ak(y)

_ o) al) o) . a)_
BlFo0) = loot) butw) bole) . by) =P,
bo(y) b1(y) bi-1(y)  bi(y)

bo(y) bily)  baly) ... biy)

ahol P(y) € R[y] valos egyiitthatos egyvaltozos polinomja y-nak.

Tegyiik fel, hogy az ¢ = o,y = 8 megoldasa a (10)—(11) rendszernek. Behe-
lyettesitve y = 8-t (12)—(13)-be, az f(z,3) és g(z, §) egyvaltozos polinomokat kap-
juk, melyek kozos gydke a. Ha az ag(8), bo(0) f6egyiitthatok nem nullak, akkor az
f(z,B) és g(z, B) polinomok rezultansa az alabbiak szerint irhato fel:

ao(B8) ar(B) a2B) ... ak(B)
a(B) ai(B) ... ax-1(B) ax(B)
_ () @) ) ... wd)

bo(B8) bu(B) ... bi-a(B)  bu(B)

bo(B) b8 5B ... b(B)

mely rezultanst kifejtve S-nak egy P(8) polinomjat kapjuk. Mivel o kozds gyoke
f(z,B) és g{z, B)-nak, azt kaptuk, hogy P(8) = 0, azaz § gydke a P-nek.

Masfelsl, tegyiik fel, hogy P{y) = R.(f,g) polinomnak gydke az y = 3. Ha
az ao(B) és bo(B) foegyiitthatok nem nullak, akkor P(8) = R(f(z, ), g(z,B)). De
P(B) =0, igy f(z, B)-nak és g{xz, #)-nak sziikségképpen van kozos gyoke.

3.2. Altalanositott rezultans moédszer

A rezultans-modszer hatranya, hogy csak két egyenletbél allo, kétvaltozos rend-
szerek redukalhatok egyvaltozés polinom valds gybkeinek megkeresésére. Az alta-
lanositott rezultansok elmélete Bezout, Dixon [13], Kapur, Saxena és Young [24]
nevéhez fizédik. Az altalanositott, vagy Dixon-rezultans szerepe megegyezik a re-
zultanséval: adott polinomrendszer esetén olyan indikatort keresiink, amely felir-
haté a polinomok egyutthatdinak fiiggvényeként, tovabba pontosan akkor 0, ha a
polinomrendszernek van megoldasa. Az eljaras leirasa lényegesen hosszabb, mint a
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rezultans modszeré, ezért itt inkabb az algoritmus implementaciojaval és a futasi
tapasztalatokkal foglalkozunk.

Robert H. Lewis [30] létrehozta a Fermat computer algebra programcsoma-
got, melyet kifejezetten nagyméreti polinomialis és matrix-szamitasokra tervezett.
A 4 x 4-es matrixok LSM-approximéaci6jabol szarmazoé 3 egyenletbsl 4ll6 3 isme-
retlenes polinomrendszer a Fermat szoftver segitségével megoldhato [4]. A kapott
egyvaltozés polinom foka 26 és 137 kozott valtozik, az adott matrix elemeinek
fiiggvényében. Ezen egyvaltozos polinom pozitiv valés gydkeinek megkeresésére a
Maple program kielégitd eredményt ad. Az eddigi tapasztalatok alapjan a pozitiv
valés gyokok szama 1 és 10 kdzott mozog. Ez lehet&séget ad arra, hogy egyszertd
visszahelyettesitéssel az eredeti 3 egyenletbdl 4ll6 3 ismeretlenes polinomrendszer
3 egyenletbdl 4ll6 2 ismeretlenes polinomrendszerre redukalédjon. A 3 egyenletbél
egyszerre csak kett6t tudunk megoldani a rezultans moédszer segitségével, viszont
képezve a 3 lehetséges egyenletpar megoldasainak metszetét az eredeti polinom-
rendszer kéz6s gydkei immaron rendelkezésiinkre allnak.

3.3. Grobner-bazisok

A polinomgyirik és idedlok tanulméanyozisara vezette be Buchberger [6] a
Grobner-bazis fogalméat, mely elnevezést PhD témavezetdje iranti tisztelete jeléll
valasztotta.

Egy adott polinomrendszerhez tartozé Grobner-bazis egy az eredetivel ekviva-
lens rendszer, azaz pontosan ugyanazok a gyokei, mint az eredetinek. A Grébner-
béazisbeli polinomrendszer azonban rendelkezik bizonyos tulajdonsagokkal is, me-
lyek jol hasznalhatdk a polinomokkal vald osztas és egyéb vizsgalatok soran. A Map-
le szoftverben irt programjaink futési eredményei azt mutatjak, hogy a 3 x 3-as
paros Osszehasonlitds matrixokbdl kapott polinomrendszerre még miikédik az algo-
ritmus, nagyobb méretekre azonban memoria-tulcsordulas miatt leal].

3.4. Homotopias modszer

Az utébbi 25 év soran a homotdpids kontinuitasi modszerek megbizhatéd és
hatékony technikava fejlédtek a polinomialis rendszerek Osszes megoldasanak meg-
hatarozasara.

Garcia és Zangwill [18], valamint télik fiiggetleniil Drexler [14} javasolta els6-
ként a homotoépids moédszerek alkalmazasat polinomialis rendszerek Gsszes gyoké-
nek numerikus meghatéarozasara. A homotépias kontinuitas médszer alapgondolata
a kovetkezs: Adott P = (P, Py, ..., Pp),

Py (.'171,132,...,1'7;_) =0,
P2 (.’1,'1,12,...,1,‘n) =0,
Pp{zy,29,...;2,) =0
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polinomrendszerhez definidljuk a Q = (Q1,Q2,...,Qn)
Ql (13173721 v axn) = 0’

Qz (.'131,1'2,...,1»,1) =0,

Qn (Il,$2,...,xn) =0

polinomrendszert 1gy, hogy Q gyokeit mér ismerjiik. Legyen x = (z1,z3,...,Zy)
és definialjuk a
H(x,t) = (1 -t)Q(x) +tP(x) =0

parametrikus egyenletrendszert, ahol 0 <t < 1. Q megvilasztasanal arra kell iigyel-
ni, hogy a kévetkezd tulajdonsagok teljesiiljenek:

(1) trivialitas: Q(x) = 0 megoldésai ismertek;

(2) simasag: a H(x,t) =0 (0 < ¢ < 1) megoldashalmaza véges sok sima utbol all,
melyek mindegyike t-vel paraméterezhetd;

(3) elérhetdség: a H(x,1) = P(x) = 0 rendszer minden izolalt megoldasa elérhets
valamely ¢t = 0-b6l indulé Gt mentén, mely ut kezdépontja tehat a H(x,0) =
Q(x) = 0 rendszer egy megoldasa.

Jelélje d; a P; polinom teljes fokat,
d; = deg P;(x), 1=1,2,...,n,

és legyen d =dy -da - ... d,. A tébbvaltozés polinomokra vonatkozé Bezout-tétel
értelmében a P, P,..., P, polinomok teljes fokainak szorzata (d) fels6 becslést
ad a kozos gyokok szamara (multiplicitassal) C”-ben. Q valasztasara gyakran a
kovetkezs hatvanyfliggvények adédnak:

d
Ql (1,'1,.’132,. .. 1In) = al.’Ell =0,
Q2 (z1,Z2, . - -, Tn) = apxd? = 0,
Qn (.’El,xz,... ,.’En) = anxﬁ" — 0’

ahol d; = deg Pi(x),1=1,2,...,n, az a;, bj, j = 1,2,...,n pedig tetszGleges, alta-
laban véletlenszerden generalt komplex szamok. Ezek teljesitik a fenti harom tu-
lajdonsagot, igy a P(x) = 0 gydkei a H(x,t) =0 (0 <t < 1) megoldasaként adodo
d szamu ut végpontjai kozott keresenddk.
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A tapasztalatok szerint azonban d értéke nagysagrendekkel nagyobb lehet, mint
a keresett gyckok szama, és az utak tobbsége nem tényleges gyokhoz konvergal,
hanem a végtelenbe. A polinomrendszerek gyokszamanak jobb becslésére szolgal
Bernshtein [1], Kushnirenko [29] és Khovanskii [26] m6dszere, amely a kisebb sza-
mu ut vizsgalataval a homotopiads médszert hatékonyabba teszi.

E cikk szerzGjének lehetdsége nyilt Tien-Yien Li és Tangan Gao [31, 17] algo-
ritmusanak tesztelésére. Az 1. tablazatban Osszefoglaltuk a paros sszehasonlitas
maétrixokra felirt legkisebb négyzetes kozelités feladatabol adédé polinomrendsze-
rek megoldasanak atlagos adatait és a homotopias algoritmus futési idejét 1 GHz-es
processzoron.

A 3 x 3-as eset elemzésében [3] talalhat6é olyan métrix-konstrukei6, amelyhez
tartozé LSM-feladatnak négy lokalis minimumbhelye van. Ezek azonban gyakorlati
szempontbol nem tiinnek elsédleges fontossaguinak. A 3 x 3-asnal nagyobb esetben
néhany tapasztalati (konkrét feladatra dontéshozoé altal megadott), valamint vé-
letlenszertden generalt paros Gsszehasonlitas méatrixokat vizsgaltunk. Szamitasaink
szerint a tapasztalati matrixok esetén a legkisebb négyzetes sulyvektor az esetek
donté részében egyértelmt, de még a véletlenszerten generalt matrixok esetében is
csak elvétve fordult el 2 megoldéasnal tébb.

A méatrix mérete
n=3 n=4 71.=.5 n==6 A n=3~8
(n xn)
CPU time 0.05 mp. | 0.5 mp. | 20 mp. | 14 perc | 10 6ra | 3 nap
Kozos gyokok 24 224 1840 14000 | ~10° | ~ 108
szama,
Ko6z06s
pozitiv valds 1 és 7 kozott
gyokok szdma
1. tdbldzat. Polinomrendszerek megoldéasa (n'= 3.4, 55278)

4. Kutatasi lehetdségek

Dontési szempontbol alapvets fontossagu annak biztositasa, hogy egy péaros
Osszehasonlitas matrixbol szamolt sulyvektor egyértelmd legyen, ami az 1. feje-
zetben emlitett sulyozasi modszerek esetében biztositott. A legkisebb négyzetes
megoldés egyértelmdségére vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel azonban még
nem ismert. A péaros Osszehasonlitds méatrixok egy osztalydban a megoldas nem-
egyértelmiiségére Farkas és Rozsa [16] adott elégséges feltételt.

Alkalmazott Matematikai Lapok 23 (2006)



134 BOZOKI SANDOR

Dontéselméleti és alkalmazasi szempontbdl is lényeges kérdés a kiilonb6zé suly-
meghatarozé modszerek Osszehasonlitdsa. Célunk, hogy a dontési feladatok jelleg-
zetes vonasainak, tipusainak leginkabb megfelel6 mddszert ki tudjuk valasztani.
Ezen jellegzetességek feltérképezése és azonositasa jelenleg is kutatas targya.

5. Osszegzés

A cikkben egy, a tobbszemponti dontési feladatok szempontsily-rendszerének
kialakitdsara szolgilé modszert vizsgaltunk. Négy eljarast tekintettiink at a péaros
Osszehasonlitds matrixok legkisebb négyzetes kozelitésébsl (LSM) adédo silyok
meghatarozasara. A kapcsol6d6 nemlinearis célfiiggvény nemkonvexitasa miatt az
optimumbhely altalaban nem egyértelmid. Az altalunk targyalt médszerek az Gsszes
lokalis és globalis minimumhely megkeresésére alkalmasak. Tapasztalataink alapjan
a 3 x 3-as matrixok esetére hasznalhato a rezultans-modszer és a Grobner-bazisok,
3 x 3-as és 4 x 4-es esetben az aAltalanositott rezultansokat alkalmazé Fermat szoft-
ver, 3 x 3-astél 8 x 8-as méretig pedig a homotopias kontinuitisi modszer.

A kutatas jelenlegi fazisaban a 3 x 3-as esetben tudunk péaros sszehasonlitas
matrixokat nagy szamban generalni, majd azokbdl automatikusan silyokat sza-
molni. Ez lehetGséget ad a stlyozas szabalyszertségeinek feltarasara, valamint a
véletlen és a dontéshozo altal megadott métrixok dsszevetésére. 3 x 3-as matrixok-
ra a targyalt 4 modszer mindegyike lényegében azonnali eredményt ad, ezért kis
méretd dontési problémak szempont-silyozasiban felhasznalhatok.

A 4 x 4-estS] 8 x 8-as méretig a stulyok szamitasa egyedileg torténik, ezért a
statisztikai jellegii elemzés lehetdsége korlatozott. A futasi eredmények (kiilondsen
n = 7,8 esetében) azt mutatjak, hogy dontési feladatok valds idGben torténd meg-
oldasara még nem alkalmazhatok, az altalunk alkalmazott moédszertan a kutatas
fazisaban van.

A legkisebb négyzetes kozelitésbdl szamolt stlyvektor ismeretében lehetdség
nyilik e médszer sajatossagainak feltarasara valamint mas silymeghatirozé méd-
szerekkel vald Osszevetésre. A moédszerek elényeinek és hatranyainak pontosabb
ismeretével kozelebb keriilink ahhoz a célhoz, hogy a dontési feladattipusok alap-
feltevéseinek megfelelGen ki tudjuk jellni az alkalmazhatd stlymeghatarozé moéd-
szerek csoportjat.

Készonettel tartozom Tangan Gao-nak (Michigan State University) a homoto-
pias algoritmus rendelkezésemre bocsatasaért, valamint Stefan Péternek (Nemzeti
Informacioés Infrastruktura Fejlesztési Program (NIIF) Szuperszamitogép Kozpont)
a program futtatasdban nyajtott technikai segitségéért.

A tanulmany az Orszagos Tudoméanyos Kutatasi Alapprogramok OTKA-T043-
276 és OTKA-T043241 szamua palydzatainak tamogatasaval késziilt.
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WEIGHTS FROM THE LEAST SQUARES APPROXIMATION OF PAIRWISE
COMPARISON MATRICES

SANDOR BozO6K!

The method of pairwise comparisons is one of the tools for determining the weights of att-
ributes or evaluating the alternatives in Multi Attribute Decision Making. The decision maker is
requested to compare pairwise the importance of the attributes, then the rates are arranged in a
matrix. The aim is to find the weight vector which best reflects the values given by the decision
maker.

There exist many distance minimizing methods, besides the Eigenvector Method (Analytic
Hierarchy Process) for determining weights from a pairwise comparison matrix. One of them is
the Least Squares Method, the solution of which leads to the optimization of a nonlinear, non-
convex function. In the paper, methods for solving the problem of least squares approximation
of pairwise comparison matrices are presented. All methods are suitable for finding all local and
global optima.
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