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0. Bevezetés

Adott számitógéppel rendelkező számolóközpont kerülhet olyan feladat elé, hogy olyan 
nagy egész számokkal kellene aritmetikai műveleteket pontosan végezni, amelyek nagyobbak 
mint a gépen ábrázolható legnagyobb egész szám. Természetesen sok esetben megoldható a 
probléma, ha dupla, tripla, stb. hosszúságú számokkal dolgozunk, az ALGOL 68 terminológi­
ájával kifejezve: ha rátérünk a long integer, vagy long long integer, stb. módú számokkal va­
ló számolásra. Természetesen adott gépi reprezentáció esetén a long-ok száma korlátozott, és 
ezért adott gépen igy nem minden feladat végezhető el. (Tudomásunk szerint nagy teljesitmé- 
nyü számitógépekkel végeznek olyan vizsgálatokat, amelyekkel igen nagy számokra vonatkozó, 
számelméleti érdekességgel biró kérdéseket döntenek el.)

Jelen dolgozatnak az a célja, hogy megmutassunk egy módszert arra, hogy hogyan lehet 
bármilyen nagy egész számokkal pontos számításokat végeztetni rekeszek összekapcsolása nél­
kül. Természetesen módszerünk akkor is alkalmazható, ha mód van rekeszek összekapcsolásá­
ra, ebben az esetben a programok futási ideje rövidül le.

A módszer alapgondolata a következő: Tekintsünk valamilyen b alapot, és az egész szá­
mokat b alapú számrendszerben megadva képzeljük el. Akkor adott szám esetén minden 
számjegyet elhelyezhetünk egy egy memória rekeszben. Ilyen módon igen nagy egész számok 
ábrázolhatok a gépben, tekintve, hogy még az operativ memória rekeszeinek a száma is tekin­
télyes, nem is beszélve arról, hogy dobra is vihetők. Általában azonban nincs szükség a szá­
moknak a memóriában való tárolására, konkrét esetekben elegendő a számjegyeket előállító va­

lamilyen eljárás algoritmusát tárolni a memóriában.

Legyen tehát fin) és gin) két függvényeljárás, melyek egy-egy pozitiv egész szám b 
alapú számjegyeit generálják úgy, hogy a függvényértékek a bn együtthatóját szolgáltatják. 
(Megjegyezzük, hogy ha egy számot a fentebb leirt módon tároljuk a memóriában, akkor cél­
szerű egy vektorban elhelyezni, és akkor (az ALGOL 60 terminológiáját használva) f[n]-et 
és g[n]-et írunk). Akkor felírhatunk egy eljárást, mely az f(n) + gin) értékeket generálja. 
Mivel általában f(n) + gin) > b ezért fin) + gin) nem adja meg általában valamilyen egész 
szám b alapú számjegyeit. A dolgozatban megadunk egy Tb nevű eljárást, melynek alkalma­
zásával Tbifin) + gin)) már olyan függvény lesz, amely megadja a 

N
2  ifin) + gin))bnи =0
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szám b alapú számjegyeit, ahol N  egy bizonyos szám úgy, hogy Ди) = 0  ha n > N.

Ha az /  eljárás és a g eljárás által meghatározott egész számok szorzatát akarjuk megkap­
ni akkor képezni kell a

N
2  / ( «  -  k ) g ( k )k= 0

konvoluciót, és azután alávetni a Tb eljárásnak, hogy megkapjuk a szorzat számjegyeit.

Ha rekeszeket kapcsolunk össze, akkor valamilyen módon (hardware, vagy software esz­
közökkel) meg kell oldani az átvitel próbjémáját. A mi esetünkben tehát a műveletek végzése 
és az átvitel külön van választva. Ha több műveletet kell egy feladat kapcsán elvégezni, akkor 
nem szükséges minden művelet elvégzése után alkalmazni a Tb eljárást. Ha túlcsordulás ve­
szélye nem áll fenn, akkor elég csak a műveletsor végén alkalmazni a Tb eljárást, hogy a vég­
eredményt megkapjuk.

Célszerű b-t minél nagyobbra választani, és nagyságát csak a túlcsordulás korlátozza. 
Ugyanis minél nagyobb a b annál jobban kihasználhatjuk a gép gyors aritmetikáját.

Gyakorlatilag célszerű az is, ha b = 10m (m pozitív egész) mert ekkor nincs szükség 
olyan algoritmusra, mely a b alapú számrendszerből a 10-es alapú számrendszerbe alakit át. 
Ugyanis a kiíratásnál elegendő a rekeszek tartalmát a legnagyobb helyértékü tagtól kezdve visz- 
szafelé kiíratni egymás mellé, és akkor megkapjuk a szám 10-es számrendszerbeli alakját.

A dolgozat tárgyalásmódja a matematikai precizitás követelményeit igyekszik megvalósíta­
ni. Enélkül ugyanis nem lehetünk biztosak abban, hogy a gép valóban azt számolja-e ki, amit 
akarunk.

A dolgozat végén egy programot közlünk ALGOL 60 nyelven, amelyet az ODRA 1204 
gépen le is futtattunk. A program táblázatot készít a pozitív egész számok faktoriálisairól 1-től 
kezdve folyamatosan.

1 .Egész értékeket felvevő véges tartószámú aritmetikai függvények

1.1 Definíció, /-vei jelöljük azoknak az /  függvényeknek a halmazát, melyek a követ­
kező tulajdonságoknak tesznek eleget.

a. ) /  értelmezési tartománya a nem negativ egész számok halmaza.
b. ) Az /  értékkészlete az egész számok halmazának részhalmaza.
c. ) Minden f  Ф 0 függvényhez /-tői függően tartozik egy N  nemnegativ egész

úgy, hogy ДАО Ф 0 , de ha ti > N  akkor Ди) = 0.
d. ) Az azonosan zérus értéket felvevő függvény /-be tartozik.

1.2 Definíció. Legyen fe l  és f f  0. Azt a N  számot, amelyre Д /V) Ф 0 de minden 
n > N  mellett Ди) = 0 ,  az /  függvény felső tartó számának nevezzük és Supp/-fel jelöl­
jük, vagyis:
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(1) N  = Supp/, ha f[N) Ф 0, de minden n >  N  mellett fin) = 0.

1.3. Definíció. I-ben értelmezzük az összeadást és a konvolúciós szorzást a következő 
módon: Legyen f,g e l, akkor

(2) i f  + g)in) = fin )  + gin)

П

(3) i f*g) in)  = 2  A n -  k)gik).
k = 0

1.1. Tétel. Ha fg e l  akkor / +  gél és f  * gél és ha f g , f +  g Ф 0 akkor

(4) Supp(/ + g) < max(Supp/, Suppg) és ha f,g Ф 0 akkor f  * g Ф 0 és

(5) Supp i f * g )  = Supp/ + Suppg.

Bizonyítás. Az 1.1. definíció a és b tulajdonságának nyilván eleget tesz f  + g is és 
/* g is, ha fgel. Mivel az is triviális, hogy ha /  és g közül legalább az egyik azonosan zé­
rus, akkor f  + g is és f* g  is I-be tartozik, elég csak a (4) és (5) tulajdonságot igazolni,mert 
ezekből a c) tulajdonság az összegre és a konvolúcióra már következik.
Legyen tehát fg e l. Ha f  + g = 0, akkor az 1. definíció d) miatt /  + gél.

Tegyük fel, hogy f  + g Ф 0, és legyen N  = max(Supp/, Suppg). Ha n > N, akkor 
így Ди) = 0 és g(n) = 0 , tehát

(6) i f  + g)in) = f in ) + gin) = 0  in >  N).

Mivel f  + g Ф 0 , ezért van olyan legnagyobb NQ melyre ( /+  g)iNQ) Ф 0 és (6) miatt 
nyüván N q < N.

Mivel igy NQ -  Supp(/+  g), ezért a (4) egyenlőtlenséget igazoltuk.

Most rátérünk az (5) egyenlőség igazolására, ahol feltesszük, hogy f g  Ф 0 és fgel. 
f g  Ф 0 miatt létezik

(7) N l = Suppf

és

(8) N 2 = Suppg.

Először megmutatjuk, hogy ha

(9) NQ = N l+  N 2

akkor
"o

i f  *g)iN0) = 2  № 0 -  k)gik) Ф 0,( 10)
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mert, mint igazolni fogjuk,

(11) ( f *g) (NQ) = f{N 1)g(N2),

és mivel (7) és (8) miatt Д /Vj ) Ф 0 és g(N2) Ф 0, igy (f*g)(NQ) = f ( N í )g(N2) f  0.
Ha k = N2, akkor f {NQ — k)g(k) = f {Nl )g(N2). Tehát (10) belátásához azt kell kimutatni, 
hogy ha к ±N 2 , akkor

(12) f{N0 -  k)g{k) = 0.

Valóban, ha к  < N 2, akkor NQ — к  > N l és igy (7) miatt f(N Q — k) = 0 következ­
tében teljesül (12). Ha pedig k >  N 2, akkor (8) miatt g(k) = 0* és igy megint igaz a (12) 
egyenlőség. Tehát a (10) egyenlőség valóban fennáll.

Most azt igazoljuk, hogy ha n > N Q, akkor ( f  * g)(n) = 0. Valóban, ha a
П

2  Д п — k)g(k) összegben к  <  ./V, , akkor n — к  >  N.  és akkor fín —к ) = 0 ,  ha pedig
k = 0 1

к > N 2, akkor g(k) = 0, és igy ( f  * g)(n) = 0. Tehát 7VQ = Supp(/*g) és igy az (5) 
egyenlőség (7), (8) és (9) következménye.

1.2. Tétel. A z I  halmaza (2) és (3) alatt értelmezett műveletekre nézve nullosztómen- 
tes kommutativ gyűrűt alkot.*

Bizonyítás. Az 1.1. tételben igazoltuk, hogy a (2) és (3) alatti műveletek nem vezetnek 
ki az /-bői. Könnyen igazolható, hogy /  az összeadásra nézve Ábel-csoportot alkot. Isme­
retes, hogy a (3) alatti konvolúció kommutatív, associativ és az összeadásra nézve disztribu- 
tiv művelet. így tehát /  valóban kommutativ gyűrű. A nullosztómentesség (5) következmé­
nye.

2. A szummációs transzformáció

2.1 .Definíció. Legyen b >  1 egész szám. /-ben értelmezünk egy Sb -vei jelölt 
transzformációt, melyet ”£-re vonatkozó szummációs transzformációnak” nevezünk, 
és igy értelmezzük:

( 1 )

Supp/
(  2  f(k)bk ,

k= 0

(.Sbf)(n) =

0,

ha n = 0

ha n > 0
(fe l)

Megjegyzés. Mivel Дк) = 0 ,  ha к > Supp/, ezért azt is Írhatjuk, hogy

(2) {Sbf)(0) = 2  Ak)bk .
0 k= 0

* L.BERG: EINFÜHRUNG IN DIE OPERATORENRECHNUNG, Berlin, 1962.
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Megjegyzés. Világos, hogy ha fel, akkor Sbfel, azaz Sb : I —*■ I.

Megjegyzés. Nyilvánvaló az is, hogy ha (Sbf)(0) 4  0, akkor 

. (3) Supp(Sbf) = 0.

2.1 .Tétel. Az Sb transzformáció additiv:

(4) Sb( f +  g) = Sbf +  Sbg (fgeD.,

Bizonyítás. Ha n > 0, nyilván igaz, hogy

(5) (Sb( f +  g))(n) = (Sbf)(n) + (Sbg)(n),

mert mindkét oldal zérus. Ha n = 0, akkor pedig

(Sb( f +  g ) №  = 2  ( /+  g)(k)bk = 2  Як)Ьк + 2  g{k)bk =

= (5Ä/)(0) + íSbg № ,

és igy (5) minden n = 0,1,2, . . . egészre teljesül, ami (4)-et igazolja.

2.2.Tétel. Az Sb transzformáció multiplikativ:

(6) Sb( f * g ) =  (Sbf ) * ( S bg) (f,gel)

és

(7) (Sb ( f  * g m 0) = (Sbf)(0) . (SbgX0).

Bizonyítás. Először a (7) egyenlőséget igazoljuk, vagyis azt, hogy

/-ОЧ S u p p (/ * g)  S u p p / Supp?

2  ( f  *g)(n)bn = X  т ь п • X  g in )b \
n=0 и=0 и*0

Legyen = Supp/ és N 2 = Suppg (feltehetjük ugyanis, hogy f g  4  0, mert ha /  
és g egyike is azonosan zérus, akkor (6) és (7) nyilvánvalóan teljesül). Akkor 
N0 = N x + N 2 jelöléssel
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% "оSupp t/ * g) %  n
X  ( f  * g ) ( n ) b n =  X  2  A r i -  k ) g ( k ) b n = X  X  A n  -  k ) g ( k ) b n =B=t) " ■ ■ ■ “n = 0  k =0 к* 0 n--k

" o No *2 V *

X  g ( k ) X  A n -  k ) b n
ti - k

=  X  g ( k )  X A m ) b ‘
k - 0 ** и o 3 II о

n2 N0 - k N2 "l

k - 0 m =0' fc=0 m =0

Tehát (8) és igy (7) is teljesül. A (6) egyenlőség (7)-ből a következő tételből közvetlenül 
következik.

2.3. Tétel. Legyen

(9) í l , h a n = 0  
5 (n) = *

0 , ha n > 0

és legyen a tetszőleges szám. Akkor bármely fe l-re

( 10) ( f*a8)(n) = aAn).

Bizonyítás.

(f*aó)(n) = X  K n ~  = Дл)аб(О) = аДл).
*=0

Megjegyzés. A fenti tétel alapján (7)-ből (6) igy következik: A (9) alatt értelmezett 
5 függvény felhasználásával kapjuk minden n > 0 mellett, hogy

ÍSbf)(n) = (Sbf)(0)8(n) és (Sbg)(n) = (Sbg)(0)8(n) és

(Sb( f  *g))(n) = (Sb( f  *g))(0)8(n) 

és igy (10) és (7) felhasználásával:

«Sbf l  * (Sbg))(n) = (((Sfc/) (0) • 5) * ((Sbf)(0) • 5))(n) =

= (5л/)(0) • (Sbg)(Q)S{n) = (Sft </**»(0)6(0) = (5ö(/*g))(n). 

Tehát valóban igaz a (6) egyenlőség.

Megjegyzés. Ha (10)-ben a= 1 akkor speciálisan kapjuk, hogy

d l )  f * 8  = f ,

vagyis a 5 függvény a konvolúciós szorzás egységeleme.

Tehát /  egységelemes kommutatitv gyűrű de nem test, mint arról könnyen meggyőződ­
hetünk.



-  59 -

3. Az egészértékű aritmetikai függvények ekvivalenciája

3.1. Definíció, /-ben bevezetünk egy ekvivalencia relációt, melyet a következőképpen 
értelmezünk: Legyen f x , f 2el. f x ekvivalens f 2 -vei, jelben: f x ~ f 2, akkor és csak akkor 
ha

V l  = Sb Z

Megjegyzés. A 3.1. definicióból rögtön következik, hogy annak a szükséges és elégséges 
feltétele, hogy f x ~ f 2 legyen az, hogy

SuPP/l Supp/ 2

( 1) 2  U k )b k = 2  f2m k
fc = 0 1 k =0 z

teljesüljön.

Megjegyzés. A 3.1. definíció alatt értelmezett ekvivalencia reláció természetesen b-tői
függ.
Ha két /-beli függvény egy adott b-те vonatkozóan ekvivalens, egy másik 6-re vonatkozó­
an álatlában nem ekvivalens.
Ha például / х(0) = 1, f x( 1) = 1, Suppf x = 1 és / 2(0) = 3, Supp/ 2 = 0, akkor 

f x ~  f 2, de ha b=  10, akkor nem ekvivalensek, mert 

l  0
2  / , 0k) 10* = 11 ± 3  = 2  f 2(k)I0k .

k - 0 1 k-- 0 1

Ha a félreértés lehetősége kizárt, akkor az egyszerűbb ~ jelölést használjuk.

Megjegyzés. A 3.1. definícióban értelmezett reláció valóban ekvivalencia reláció, könnyen 
látható, hogy reflex, szimmetrikus, és tranzitív, azaz

2. ) Ha f x ~ f 2 akkor f 2 ~ f x
3. ) H a /  ~ f 2 és f 2 ~  / 3 , akkor fx ~ f3

A következőkben, mint eddig is, egy adott b-1 mindig lerögzítettnek képzelünk, és igy 
a ~  jelölés helyett a ~ jelölést félreértés nélkül használhatjuk.

3.1. Tétel. A 3.1. definícióban értelmezett ekvivalencia reláció kompatibilis az összeadás­
ra és a konvoluciós szorzásra nézve, vagyis, ha f x ~ f 2 és gx ~ g2,

(f l , f 2,gl ,g2el), akkor 

(2) f x + gx ~  f 2 + g2 

és

(3) f \ *  g\ ~  * %2‘
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Bizonyítás. Mivel

(4) VZ/ f,ik)bk = Z  f2ik)bkk~- 0 1 k=0 2

és

(5) У
k% gxik)bk

■  J

ezért (4) és (5) alapján

J  Cf , + « ,) ( * » •  - t|  / , ( * » •  + t|  « .« » *  -  J  / ,» )» *  + , 4  -  Д  V2 + f 2)0

azaz teljesül (2).

Most igazolni fogjuk, hogy (3) is fennáll. Mivel f l ~ f 2 és g x ~ g2 ezért

(6) V i  = V 2

és

(7)

A 2.2 tétel felhasználásával (2-6 képlet) (6) és (7) miatt

з д  * í j ) -  а д )  * а д )  = а д )  * =  а д  * *2)>

vagyis (3) valóban igaz.

3.2. Definició. A 3.1. definíció értelmében vett ekvivalencia meghatározza 7-nek egy 
osztályozását, amennyiben egy osztályba soroljuk azokat az /-beli függvényeket, amelyek 
egymással ekvivalensek. Ilyen módon 7 felbomlik nem üres, páronként diszjunkt osztályok 
halmazára. Az osztályok halmazát 7/b-vel jelöljük. Ha fel, akkor azt az osztályt melyben 
/  benne van {Ди)}й-уе1 jelöljük. Ha nem okoz félreértést, akkor {Ди)) b helyett rövi­
debben {Дп){ -e t is Írhatunk.

3.3. Definició. Az Ilb halmazban értelmezzük az összeadás és a szorzás műveletét a 
következőképpen:

Legyen j fin ))  és {gin) ) két tetszőleges I/b-be tartozó osztály, akkor az összea­
dást a

(8) (ДД)} + {gin) j = {fin) + 'gin)) 

és a szorzást a

(Дл))  {gin)} ={ Z  f i n - k ) g i k ) }  = { i f  *g)in)}
к — 0(9)
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képlettel értelmezzük.

Megjegyzés. A (8) és (9) alatt értelmezett műveletek a 3.1. tétel következtében egyér­
telműen vannak meghatározva.

3.2. Tétel. Az Ilb halmaz a (8) és (9) alatti műveletekre nézve kommutativ gyűrűt 
alkot, mely az egész számok gyűrűjével izomorf.

Bizonyítás. Az hogy Ilb kommutativ gyűrű, az 1.2. tétel alapján könnyen látható. Azt 
kell tehát csak igazolni, hogy Ilb leképezhető az egész számok E  gyűrűjére úgy, hogy a le­
képzés kölcsönösen egyértelmű és müvelettartó.

Megadjuk a leképzést: Ha J Ди)) ellb, akkor ehhez az osztályhoz az (Sbf)(0)eE  egész 
számot rendeljük. Jelöljük az ( Ди) j osztályhoz rendelt számot í f{ri) J -sál, akkor tehát 
azt írhatjuk:

( 10) (Ди))  = (Sbfí (0) = Z  Ak)bk eE.' ' u k=0 '
A (10) leképzés egyértelmű, mert (Ди)]  nem függ attól, hogy az (Ди)} osztályból 

melyik /  elemet választottuk ki.

Tegyük fel, hogy (Ди)} = {Д («)} • Akkor f x ~ f, vagyis a 3.1. megjegyzés alap­
ján

oo oo ________ _____
Z  / ,  (k)bk = Z  Ak)bk , tehát (/Д и)) = (Ди)} .

*=o 1 fc=o 1 1 ' J

De a leképezés kölcsönösen egyértelmű is, mert ha valamilyen {^(и)} és \ f 2(n)j osztály­
ra (/j(n)} = ( / 2(и)) teljesül, akkor (10) értelmezés szerint

Z  / ,  (k)bk = Z  f 2(k)bkk = 0 1 k-- 0 2
teljesül, amiből a 3.1. megjegyzés alapján / 1 ~ / 2> azaz { /j(« ))  = ( / 2(n)j következik. 

Megmutatjuk, hogy a (10) alatti leképezés müvelettartó, azaz

(11) J Ди) J + |g(n)j = (Ди)] + (g(n)}

és

(12) (Ди)) (g(n)j = (Ди)) • (g(n)).

Valóban, a 2.1. tételés (8) és (10) felhasználásával kapjuk, hogy
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(Ли)] + 'g(H) ] = (Ди) + g(n)} = (Sb( f+  g))(0) =

= íSb№ )  + (Sbg)( 0) = (Ли)] + (g W ])

tehát (11) igaz.
(12) igazolásához a 2.2 tétel (7) képletét, valamint (9)-et és (10)-et használjuk fel:

{Ли)} {gin)) = {(f*g)(n)} = (Sb( f*  g))(0) = (Sbf)(0) • (Sftg)(0) =

= (Ли)} • (#(и)] ,

tehát (12) is igaz. Ezzel megmutattuk, hogy I/b çs E  izomorf.

4. Az átvitelt végrehajtó Tb transzformáció

4.1. Definíció. Aritmetikai függvénynek nevezzük az /  függvényt, ha /  értelmezési 
tartománya a nem negativ egész számok halmaza és f{n) valós számértéket vesz fel minden 

4 и mellett. Az aritmetikai függvények halmazát A-val jelöljük.

4.2. Definíció. Az A halmazon értelmezünk egy Tb transzformációt, mely minden 
feA függvényhez egy TbfeA függvényt rendel. A Tb transzformációt a következő egyenlet­
rendszer segítségével értelmezzük:

a) s(0) = Л0)

( 1) b) Ли + 1) = Ли + 1) +

c) (Tbf)(n) = Ли) -  b [ ^ \ ,

ahol Ли) egy egész értékeket felvevő segédfüggvény, melyet az /  ismeretében az (l.a.) ill. 
(l.b.) egyenletek egyértelműen meghatároznak, s-et az /-hez tartozó állapotfüggvénynek 
nevezzük.

4.3. Definíció. Jelöljük 7+-szal azoknak a függvényeknek a halmazát, melyek értelmezé­
si tartománya a nemnegativ egészek halmaza, és ezen egész számértékeket vesznek fel és a kö­
vetkező tulajdonságoknak tesznek eleget: I. II. III.

I. Minden fe l+ függvényre 0 < f(n) < b (n = 0,1,2, . . .  )
II. Minden /e /+ függvényhez létezik Supp/, ha f  4= 0, vagyis minden f  4= 0, 

fel-hez — /-tői függően — létezik N  nemnegativ egész, hogy f{N) 4= 0, de min­
den n > N  egész számra f{n) = 0.

III. Ha / =  0, akkor fe l+.

Megjegyzés. Világos, hogy I+ c  /.

4.4. Definíció. Jelöljük /  -szál azoknak a nemnegativ egész számok halmazán értelmezett, 
egész értékeket felvevő függvényeknek a halmazát, amelyek a következő tulajdonságoknak tesz­
nek eleget:
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(0 Minden gel - függvényre 0 < g(n) < b.
(ii) Minden gel -hoz — g-től függően — létezik olyan M nemnegativ egész 

szám, hogy ha n >  M, akkor g(n) = b — 1.

Megjegyzés. Világos, hogy /_ n  / =  0, vagyis az /_-ba tartozó függvények nem /-beliek 
és fordítva, ha fe l  akkor f$I .

4.1. Tétel. Legyen fel. Ha (Sbf)(0) > 0, akkor Tbfel+ ha (Sbf)(0) < 0, akkor

W -  •

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy ha fel, akkor minden n-re 

(2) 0 <  (Tbf){n) < b .

Valóban, mivel minden valós x-re 0 < x -[x ] < 1, ezért az (l.c.) egyenletből adódó

(Tbf)(n) s{n) г s(n)
b

összefüggésből

b I b J
(Tbf){n)

0 < -----r----  < 1 adódik, ahonnan (2) következik.

Ezzel megmutattuk, hogy Tbf  eleget tesz a 4.3. definíció L és a 4.4. definíció (/) tulaj­
donságának minden и-re. Azt könnyű látni (l)-ből hogy (Tbf){n) egész szám minden n-re.

Most megmutatjuk, hogy ha (Sbf) (0) > 0, akkor Tbf-re 4.3. definíció I. tulajdon­
sága mellett teljesül a 4.3. definíció II. tulajdonsága is, és igy Tbfel+, ha pedig 
(Sbf)(0) < 0, akkor Tbf-re teljesül a 4.4. definíció (/) tulajdonsága mellett a 4.4. defi­
níció (ii) tulajdonsága is, és igy Tbfe l_ .

Ehhez szükségünk van a következő lemmára:

4.1. Lemma. Legyen fe l  és legyen s = s(n) az (l.b.) egyenletnek az (l.a.) kezdeti 
feltétel melletti megoldása. Ha s(Supp/) > 0, akkor létezik olyan Nx, hogy ha n >  N x, 
akkor s(n) = 0, ha pedig s(Suppf) < 0, akkor létezik olyan N 2 egész szám, hogy ha 
n >  N 2, akkor s(n) = — 1.

Bizonyítás. Legyen NQ = Supp/. Akkor f(N0 + 1) = 0 miatt (l.b)- bői azt kapjuk,
hogy

(3) s(Nq + 1) ! b ^  b

Megmutatjuk teljes indukcióval, hogy tetszőleges к természetes számra

s(Nq)

bk
(4) s(N0 + k) <
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к  = 1-re (4) a már igazolt (3) egyenlőtlenségbe megy át. Tegyük fel, hogy (4) teljesül 
к > 1-re. Akkor f{NQ + к + 1) = 0, (l.b.) és (4) felhasználásával kapjuk:

s(Nq + к  + 1)
s(Nq + к) 1 s(Nq + k) s(Nq)

< Â ’

tehát igaz (4). Ha s(NQ) > 0, akkor teljes indukcióval (l.b.) alapján beláthatjuk, hogy
s(Nq + k) > 0 minden к természetes számra. На К  olyan nagy, hogy
s{Nn)
----— < 1, akkor (4)-ből 0 < s(Nn + К) < 1 következik, és mivel s(Nn + K) egész szám,

b K
ez csak úgy teljesülhet, hogy s(NQ + K) = 0. Legyen N l = N0 + K. Akkor s iN ^  = 0 
és igy minden к > 0 egész szám (l.b.)-ből í (/Vj + k) = 0 következik, vagyis, ha

n >  N x , akkor s(n) = 0.

(5)

Legyen most s(TVQ) < 0. Akkor minden к természetes számra 

s(NQ) b

к  = 1-re ugyanis (5) az -  s(NQ + 1 ) < egyenlőtlenségbe megy át, ami

_ [ делуs(N0 + 1) -  L b 

bői kapjuk:

miatt nyilván igaz. Tegyük fel, hogy (5) igaz к > 1-re, akkor (5)-

( 6)
s(NQ) s(Nn + к) 1 b

+ 1 < -rb b -  1 b -  1

Mivel

(7)

s(Nq + k)
= s(Nq + к + 1), ezért

s(Nn + k)
-  s(N0 + k +  1) < 1.

A (6) és (7) egyenlőtlenségek megfelelő oldalainak az összeadása után kapjuk, hogy 

s(Nfí) i b
í r f i - ^ 0 + ^ + 1>< =

Tehát (5) igaz minden fc-ra. (5)-ből azt kapjuk, hogy

s(NQ) и !
— p  -  siN0 + k )<  - ^ r j  = 1 + - J — j , és iinnen
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1 s(N0)
(8) s(Nn + к) > -  1 ----------- + ---- г~ > -  2 +

0 6 - 1  bk

s(N0)
Ha most К  olyan nagy, hogy -----p- >  -  1, akkor

bK

s(N0)
s(N0 + K) > — 2 H----- >  — 3,

b

s(N0)

bk

ahonnan

s(N0 + K) 3 3
^  b 2 ’

tehát

(9) s( N q + K + 1) =
s(N0 + K)

>  -  2.

(9)-ből (l.b .) alapján felhasználva, hogy s(n) < 0, ha s(NQ) < 0, és n >  N Q, továbbá azt, 
hogy

s(N0 + K +  1) 
b

kapjuk, hogy

( 10) 0 > s(N„ + К + 2) =
s(Nq + К  + 1 )

= -  1.

Legyen N 2 -  N Q + К  + 2. Akkor s(n + 1) = | Ĵ ~ J  > (и > bl2) egyenlőségből tel­

jes indukcióra kapjuk, hogy s(n) = — 1. Ugyanis az állítás n = N 2-re igaz. Tegyük fel, hogy 
n >  N 2 mellett s(n) = — 1. így

Г s(n) \ -  i
í b b

Tehát, ha n >  N 2, akkor s(n) = — 1.

Ezzel a lemmát igazoltuk.

A 4.1. tétel bizonyításának a folytatása:
Az (1) egyenletek felhasználásával kapjuk, hogy
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N N N  r
2  (Tbf)(n)b" = 2  s(n)bn — 2  b" + 1 
n =0 0 /1=0 /1=0 L

д ( и )
6

iV JV
= до) + 2  Яп)ьп + 2  ьп

n = 1 n - 1

s(n — 1) 
b

N
-  2  bn + l  

/1=0

sjn) ]
b J

. N  ЛГ-1

= 2  + 2 ’ ьп + 1
/1=0 n = 0

s(n)
b

N -  1
- 2 i " +1

/1=0
s (» )

b -  bN + 1 ■S(AQ 
. b J

vagyis

(11) 2  (Tbf)(n)bn = 2  An)bn -  bN + 1 .
/1=0 0 /1=0 °

S u p p f

Tegyük fel, hogy (S, /)(0) = 2  f(X)bk > 0, és legyen a rövidség kedvéért Supp/= N n.
0 /fc=0

Akkor s(N0)>  0. Ha ugyanis s(NQ) <  0, akkor van olyan N 2, hogy ha n > N 2, akkor 
s(n) = -  1. Legyen N  > maх(А0Д 2), akkor (11) átmegy a

(12) 2  (T.f){n)bn = 2  Ari)bn + bN + 1 = CSj/XO) + é* + 1
/i=0 0 n=0 0

egyenlőségbe. Mivel (2) miatt (Tbf){ri) < b — 1, (12)-ből a következő egyenlőtlenséget kapjuk

N
(13) ( s j о) + гА + 1 < 2  (b -  \)bn = bN + 1 -  í,

0 n=0

ahonnan az (5fi/)(0 ) <  -  1 ellentmondásra jutunk.
Tehát, ha (S^/XO) >  0, akkor s(Â 0) >  0. De akkor van a 4.1. lemma szerint olyan N 1, 
hogyha n > N lt  akkor s(n) = 0. D eákkor (l.c.) alapján azt kapjuk, hogy n > N x ese­
tén

{Tbf){n) = 0

Ezzel megmutattuk, hogy Tbfe l+ .

Tegyük most, fel hogy (Sbf)(0) <  0. Akkor s(Supp/) < 0. Ha ugyanis s(Supp/) > 0 
volna, akkor a 4.1. lemma szerint létezne A^, hogy s(N) = 0, ha N > N l . Legyen 
N  > max(Nl ,N 0), akkor igy (11) átmenne a

N N
(i4) 2  (Tbf){n)bn = 2  т ь п = (sb /ко)

egyenlőségbe. Azonban (2) szerint (Jbf){ri)>  0 és igy (14)-ből az (Sbf)( 0) > 0 ellentmon­
dásra jutnánk. Tehát s(Supp/) < 0. De akkor a 4.1. lemma alapján létezik N 2, hogy minden 
n >  N 2 mellett s(n) = — 1. így tehát n > N 2 esetén (lc)-ből kapjuk, hogy
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(T,f)(n) = s(n) -  b s(n) ]
] "

1 + £>=£>— 1.

Tehát (S^/XO) < 0 esetén Tbfel_ .

4.2. Tétel. Legyen f }gel. Akkor f ~  g akkor és csak akkor teljesül, ha

(15) V =  T„g

Bizonyítás. A 3.1. megjegyzés alapján azt kell igazolni, hogy ha fgel,  akkor

(16) (Sbf)(0) = (Sbg)(0)

akkor és csak akkor igaz, ha (15) igaz.

Tegyük fel először, hogy (16) teljesül. Legyen s1, az f-hez, s2 a g-hez tartozó állapot- 
függvény. A 4.1. lemma értelmében létezik olyan TV* és TV*, hogy n > TV* esetén ^ (и ) = 0 
vagy s^n )  = -  1 aszerint, hogy (Sbf)(0) > 0 vagy (Sbf)(0) < 0.

Ugyanígy, g-hez is létezik egy TV* úgy, hogy s2(n) = 0 ,  ha (S^gXO) > 0  és n >  TV*, vagy 
ha (5ftg)(0) < 0, akkor s2(n) = — 1 minden n > TV* mellett. Legyen TV* = max (TV* , TV*), 
akkor (16) miatt TV > TV* esetén vagy Sj(TV) = s2(TV) = 0 vagy sx{N) = s2(TV) = — 1.

Tehát minden esetben

*(17)

/-re

(TV) j r52(TV)i
b b

Legyen TV > max(TV* , Supp/, Suppg) 
és g-re:

és ilyen TV mellett tekintsünk a ( 11 ) egyenlőséget

(18)

(19)

N

Z  (Tbf){n)bH = (S./X0) -л =0 0 0
b" +1

[SjíAOl
b

N

Z  {Tbg ) W n = (SfcgX°) - &̂+1л =0 0 0
■^СЛО]

b

A (18)-ból és (19)-ből (16)-ra és (17)-re való tekintettel kapjuk, hogy 

N  N
(20) Z  (Thf)(n)bn -  Z  (Thg)(n)bn.

n=0 b n=0 0

Mivel a 4.1. tétel miatt Tbf,  Tbgel+ul_, a (20) baloldala is meg a jobboldala is ugyanan­
nak a számnak a 6 alapú számrendszerben felirf alakja. Ez a felírás egyértelmű, ezért (20)-ból

(21) (TbfKn) = (Tbg)(n)

következik minden 0 <  n <  TV számra. Mivel TV tetszőleges nagy lehet, (21) igaz minden n-re,
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és igy igaz (15).

Tegyük most fel, hogy (15) igaz, vagyis (21) teljesül minden n-re. Akkor (l.c .) és (21) 
alapján

(22) Sj(n) -  ь  Ь ("> =  S2 ( n )  -  b (n = 0,1,2, . . .)

ahol s , az /-hez, s2 a g-hez tartozó állapotfüggvény, (22)-ből kapjuk: 

s. ( n ) - s , ( n )  r s .(n ) l  Г5,(и)1
(23) ~t> -  V  - 1—

(и = 0,1,2,. . . )

Legyen N > max(iV* ,W2*,Supp/, Suppg). Akkor ilyen N  mellett tekintve a (18) és (19) 
egyenlőségeket (21) figyelembevételével kapjuk:

(Sbf)( 0) -  ZA+1
^(N>1

b  J (Sftg)(0) -  bN+1

ahonnan átrendezéssel adódik

(Sbf) (0) -  (Sbg)(0) = hff+1
s^N ) (Л°11 

b  JJ
és innen (23)-ra való tekintettel

(24) (Sbf)(0) -  (Sbg)(0) = bN (Sl(N) -  52(A0).

Mivel (24) bal oldala nem függ a N  számtól, ezért a jobboldal sem függ N-től. De mivel a N-те 
tett feltevés miatt s ^ N )  — s2(N) sem függ iV-től, (24) jobboldala csak akkor lehet konstans, ha 
s^N )  -  s2 ( N )  = 0. De akkor viszont (24)-ből (16) következik, amit bizonyítani kellett.

4.3. Tétel. Minden n>  0 egészre és minden feA függvényre igaz

(25) (Tbf){n ) = (Tbf)(n), azaz Tb idempotens operátor :

(26) T\ = Tb .

Bizonyítás. Legyen feA, akkor a g{n) = (7 |/)(n ) = (Tb(Tbf))(n) 
függvény értékeit az (1) egyenletrendszerből kaphatjuk meg:

(27) S(0) = (Г0/)(0)

(28) s(n+ 1 )=  (Tbf)(n+  1)+ [ ^ }]

(29) (Tfc2/)(n) = s(n) -  b [ ^ ]
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Teljes indukcióval bebizonyítjuk, hogy 

(30) s(n) = iTbf №  (« = 0 ,1 ,2 , . . . )

n = 0-ra (27) miatt igaz az álllitás.

Tegyük fel, hogy (30) igaz n > 0 mellett. Mivel (2) szerint 0 < (Tbf)(n) < b, igy 
Tehát (28)-ból (30) felhasználásával kapjuk, hogy

s(n)

(Tbf)(n) j
b J

= (T .f)(n+  D +s(«+ 1 )=(Tbf)(n+  1) +

Ezzel igazoltuk a (30)-egyenlőséget. Akkor viszont (29) alapjáh

Г iTbf)(n)

(Tbf)(n) 1
= (Thf)(n + 1).

<r2bf)(n)=  ( т ; / ) ( и ) - ь [ - = (Tbf)(n).

Ezzel igazoltuk a (25) egyenlőséget és igy a (26)-ot is. 

4.4.Tétel. Ha f,g el, akkor

(31) Tb( f  + g) = Tb{Tbf  + Tbg)

/es

(32) Tb( f  * g) = Tb(Tbf  * Tbg).

=  0

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy ha fel, akkor f ~ T bf.

A 4.3. tétel alapján Tbf  = T2f  = Tb(Tbf)  és innen a 4.2 tétel alkalmazásával kapjuk,
hogy

(33) f ~ T bf

Mivel gél, ugyanígy fennáll

(34) g ~  Tbg

is. így a 3.1. tétel alkalmazásával kapjuk, hogy

(35) f + g ~ T bf + T bg 

és

(36) f * g ~ T bf *  Tbg

(35) és (36)-ból a 4.2. tétel alkalmazásával kapjuk (31) és (32)-t.

4.5.Tétel. Ha /e /+U /_, akkor

v = / -(37)
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Bizonyítás. Legyen fe lJ J f  . Akkor minden n > 0 egész számra

(38) 0 < fin) < b.

Tehát ha s az /-hez tartozó állapotfüggvény, akkor

[s£0) l = j Д Ш
b b

Megmutatjuk

(39)

n = 0-ra a (39) egyenlőséget már beláttuk. Tegyük fel, hogy (38) igaz n >  0 esetén. Akkor 
(l.b.) alapján

sin + 1) = fin  + 1)

tehát (38) miatt sjn + 1) 
b

fin  + 1 ) | = 0. Tehát (39) igaz minden n-re. De akkor

(l.b.) és (l.c.) alapján minden n-re 

(ТьЛ(п) = s(n) = f(n) 

vagyis (37) valóban fennáll.

5. Algoritmus hosszú egész számnak rövid számmal való osztására

5.1. Tétel. Legyen fel+ és valamilyen egész szám legyen а Ф 0. 
Akkor az

ax(0) -  bt{0) = Д0)

( 1 )

axin) — bt(n) = fin) — tin — 1)

egyenletrendszernek a

(2) 0 < x(n) <  b ixin),tin)eEr) in = 0,1,2, . . .)

feltételek mellett legfeljebb egyetlen xin) és tin) függve'ny megoldáspárja létezik.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy az xin) és tin) függvénypár mellett az xin),t'in)  függ­
vénypár is megoldása (l)-nek úgy, hogy

(3) 0 < x ' i n ) < b  in =  0 ,1 ,2 , . . . )

teljesül. Mivel x'in)  és t \n )  is megoldása (l)-nek, ezért
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(4)

'  ox'(O) -  bt'.(0) = ДО)

(n = 1,2, ■ ■ •)
ax'(n) — bt'(n) = f(n) — t'(n — 1)

Legyen y(n) = x(n) — x'(n), z(n) = t(n) — t \n )  (n = 0,1,2, . . .)• Akkor az (1) és (4)
egyenletekből kapjuk, hogy

(5)

ay( 0) — bz(0) = 0 

ay(n) — öz(n) = — z(n — 1)

{n = 1,2, . . .)

Mivel az ay — bz = 0 diofantikus egyenlet álatlános megoldása у = kb és z = ka, ahol 
fc = 0, ± 1, ± 2, . . . ezért az (5) egyenletrendszer első egyenletéből y(0) = kb és z(0) = 
= ka alakú lehet.
A (2) és (3) feltételből következik, hogy

(6) \y (n)\< b (n=  0 ,1 ,2 , . . . )

Tehát speciálisan n = 0 mellett 

\k\b = \kb\ = ly(0)l < b

ahonnan azt kapjuk, hogy j f c K l .  Ez csak k =  0 mellett lehetséges, és igy y(0) = 0, 
és z(0) = 0. Megmutatjuk, hogy

(7) y(n) = 0 

és

(8) z(n) = 0

teljesül minden n = 0,1,2, . . . mellett, n = 0 esetre beláttuk az állítást. Tegyük fel, hogy 
valamilyen n > 1 mellett y(n — 1) = 0 és z(n — 1) = 0. Az indukciós bizonyításhoz azt 
kell megmutatni, hogy akkor (7) és (8) is teljesül. Valóban, az indukciós feltevés miatt az (5) 
alatti második egyenlet üyen alakú lesz;

(9) ay(n) — bz(n) = 0

Tehát y(n) = kb és z(n) = ka és (6) miatt к = 0, vagyis valóban igaz (7) és (8). 
így tehát azt kapjuk, hogy x{n) = x \n )  és t(n) = t \ n ) minden и-re. Ezzel a tételt igazol­
tuk.

Megjegyzés. Jól ismert, hogy az

ax — bt = c
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diofanatikus egyenletnek akkor és csak akkor van megoldása, ha> a és b legnagyobb közös 
osztója c-nek is osztója. így tehát az (1) egyenletrendszernek biztosan nincs megoldása, ha 
(a,b) nem osztója Дс)-пак. Az (1) egyenletrendszernek mindig van megoldása, ha a és b 
relativ prim, mert akkor (a,b) = 1 minden szám osztója.

Supp/

5.2. Tétel. Legyen fel. és M = 2  f[k)bk > 0.
*=o

Ha a > 0 osztója M-nek, akkor létezik az 5.1. tétel szerint 

ax(0) -  b t(0) = Д0)

(n=  1,2, . . .)

ax(n) — bt(n) = fin) — tin — 1)

egyenletrendszernek olyan x(n), t(n) megoldáspárja, amelyre a 

0 < x(n) <  b

feltétel teljesül. Ekkor xel+ és
Suppx

( 10)
M2  xik)bk = f

k-0 a
MBizonyítás. Legyen m = —  és jue/+ olyan, hogy

SuppM
(11) m =  2  ц{к)Ьк

k=0

vagyis (11) az m szám b alapú számrendszerben felirt alakja. De akkor ű > 0 miatt

Suppp Supp/
SAanX0) = 2  W (k)bk = am = M =  2  f(k )b k = (Sbf)(0), 

k=0 k-Q

tehát f ~  ag. így a 4.2. tétel alkalmazásával kapjuk, hogy

(13) Tbf =  ть ш -

fel+ miatt a 4.5. tétel alapján Tbf  = /  és igy

(14) / =  Tb(a ix)

Legyen s az ац függvényhez tartozó állapotfüggvény. Megmutatjuk, hogy akkor

*(” ) _ ~ [ b 1 kielégíti az (1) egyenletrendszert, és a (2) egyenlőtlenség is tel

jesül. Valóban a 4.2. definíció szerint
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(15) ДО) = ap(0)

(16) Дл + 1) = ap(n + 1) +

(17) Tb№ i n ) =  s ( n ) -  b [ ^ f ]

így tehát (14)-re való tekintettel kapjuk, hogy

ДО) = ТЬШ ( 0) = ДО) -  b [ ^ f - ]  = etfO) -  = flx(O) -  bt{0),

vagyis, az (4) első egyenlete teljesül. Legyen n > 1. Akkor (14), (16) és (17) miatt

Дл) = Ть (ац)(п) = Дл) -  b = űju(/í) + [^ п ~  ■ ■*] -  =

= ax(n) + t(n — 1) — bt(n),

ahonnan átrendezéssel kapjuk az (1) egyenleteit n = 1,2, . .  . esetére. Az, hogy a (2) egyen­
lőtlenség X = M esetén fennáll, az apel+ feltétel miatt nyilván teljesül. Az is nyilvánvaló, 
hogy X = n mellett (10) is fennáll (a (11) egyenlőség és m = —  miatt). Ezzel a tételt iga­
zoltuk.

6. Algoritmus hosszú egész számnak hosszú egész számmal való osztására

A követkazőkben adott f  és g mellett vizsgáljuk a

(1) (g * х)(л) -  bt(n) = Дл) -  Дл -  1) (Д -  1) = 0; л = 0,1, . . .)

egyenleteknek а

(2) 0 < х(л) < b (х(л), Дл) egész; л = 0,1,2, . . .)

feltételek melletti megoldásait. Az (1) egyenletrendszer az (5.1.) egyenletrendszer általánosítása. 
Ugyanis, ha speciális g(0) = a és Suppg = 0 akkor (1) átmegy az (5.1) egyenletrendszer­
be.

6.1. Tétel. Legyenek f  és g egész értékeket felvevő függvények. Ha g f  0, akkor leg­
feljebb egy olyan x(n), Дл) függvény pár létezik, amelyre az (1) egyenletek fennállnak es 
ugyanakkor a (2) feltételek is teljesülnek.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy х(л)-ге és Дл)-ге teljesül (1) és (2) és ugyanakkor х'(л) 
és г'(л)-ге is fennáll, hogy

(3) {g* х')(л) -  b t\n )  = Дл) -  t \n  -  1) (t'( 1 ) = 0; л — 0,1____)

és

(4) 0 < x'(n) < b (х'(л), t \ n ) egész; л = 0,1, . . .)
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Legyen y  = x  — x' és z = t — t ' . Akkor (l)-ből és (3)-ból kapjuk, hogy

(5) ig *y)in) -  bz(n) = -  z(n -  1) (z (-  1) = 0; n = 0,1, . . .)

és (2)-ből (4)-ből kapjuk:

(6) \y (n ) \< b  ( и = 0 , 1 , . . . )

Az (5) egyenletet részletesen kiírva kapjuk, hogy

П

(7) 2  gin -  k)y(k) -  bz(n) = -  z(n -  1) (z (-  1) = 0; n = 0,1, . . .)
k=о

n = 0 esetén a (7) egyenlet a

(8) g(0)y(0)'— öz(0) = 0

egyneletbe megy át. Megmutatjuk, hogy y(0) = z(0) = 0. Ez g(0) ^ 0  esetén (8)-ból (6) 
miatt következik. Ha g(0) = 0, akkor (8)-ból egyenlőre csak az következik, hogy z(0) = 0. 
Tegyük fel, hogy g(0) = 0. Mivel g Ф 0, létezik olyan r > 0, hogy g(r) 410, de ha 
0 < n < r, akkor g(n) = 0. Ha tehát 0 < n < r, akkor a (7) egyenlet a

(9) — bz{n) = — z(n — 1) (n = 0, . . . ,r — 1) 

egyenletbe megy át, ahonnan (teljes indukcióval) következik, hogy

(10) z{n) = 0 ,  ha 0 < n < r.

Helyettesítsük (7)-be n helyébe r-et, akkor (10)-re való tekintettel azt kapjuk, hogy 

(H ) gir)y(O) -  bz(r) = -  z(r -  1) = 0.

Innen g(r) Ф 0 és (6) miatt az következik, hogy

(12) y(0) = z(r) = 0

Azt akarjuk teljes indukcióval megmutatni, hogy y(n) = z(n + r) = 0 minden и-ге 
igaz. Ezt n = 0 esetére már beláttuk.

Tegyük fel, hogy valamilyen n >  0 esetén ,

(13) y(0) = j ( l )  = . . . = y(n  -  1) = 0 ,  z(0) = z( 1 ) = . . . = z(n + r -  1) = 0

igaz. Helyettesítsünk (7)-be n helyébe n + r-et akkor

(14) g(n + r -  k)y{k) = 0,

ha к < n, mert akkor y(k) = 0. Ha pedig n < к <  n + r, akkor 0 < n  + r — k < r  és 
így gin + r — k) = 0, aminek következtében (14) ismét fennáll. így tehát a (7) egyenlet a 
következő egyenletre redukálódik:
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(15) g(r)y(n) — bz{n + r) = — z(n + r) = — z{n + r — 1)

Az indukciós feltevés miatt z(n + r — 1) = 0, és igy a (15) egyenletből g{r) Ф0 és (6) 
miatt y(n) = 0 és z(n + r) = 0 következik. Ezek megmutaták, hogy minden n-re

x(n) — x'(nY= y(n) = 0  és és t(ri) — t \ n ) = 0,

vagyis igazoltuk a tételt.

Megjegyzés. A 6.1 tétel egyik következménye: Adott f  és g mellett, ha g Ф 0, akkor 
legfeljebb egyetlen olyan xe/+U/_ létezik, hogy valamely t = t(n) mellett az (1) egyenletek 
teljesüljenek.

6.2 Tétel. Legyen fgeí, g Ф0. Ha van olyan xel, amely megoldása (l)-nek es teljesül­
nek a ( 2) feltételek is, akkor

Supp/
fik)bk osztható az

к =0

Supp£
£  g(k)bk számmal, és
k-Q

Suppf
Suppjc 2  Kk)bk

( > »  ----------

Л  * * *

Bizonyítás. Legyen x az (1) egyenlet megoldása, és legyen

(17) ■ N  > maxCSupp/ Supp (g * x)).

Az (1) egyenlet mindkét oldalát megszorozva 6” -vei és összegezve n = 0-tól n = N-ig, 
azt kapjuk, hogy *

(18) ' (Sbg №  • (Sftx)(0) = (Sbf)(0) + Ь»+Ч(N)

Innen viszont következik, hogy

(19) bN+1t(N) = c = konstans N  > max( Suppf  Supp ig * x )).

Legyen NQ > max(Supp/, Supp (g * x)) olyan nagy, hogy már

Akkor (19) következtében \t(NQ ) I = ——— < 1. Mivel lr(Â 0 ) I egész, lí(N0) l<  1 csakúgy
6 0+1

teljesülhet, ha t(NQ) = 0. De akkor (19) miatt
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Nn+1
О = b 0 í(iVQ) = c 

és igy (19)-re való tekintettel

(20) t(N) = 0 ,  ha N  > max(Supp/, Supp ig * x ))

De akkor (18)-ból a bizonyítandó (16) egyenlőség is következik, és mivel (5ftx)(0) egész 
szám, az is következik (16)-ból, hogy (Sbf)(0) osztható (5fcg)(0)-val.
Ezzel a tételt igazoltuk.

6.3. Tétel. Legyen f,geI,(Sbf)(0) > 0, (Sftg)(0) > 0. Ha (Sbf)(0) osztható (Sbg)(0)-val 
akkor létezik az ( 1) egyenletrendszernek a (2) feltételek melletti x(n),t(n) megoldása. Ekkor 
xel+ és

(Sbf)( 0)
(2!) (Sbx)(0) =

Bizonyítás. Legyen

(Sbf)( 0) 
■ (Sbg)( 0) és

legyen  ̂= |(«)e/+ olyan, hogy

SuppÇ
(23) m =  Z  № b k = (Sb&( 0),

k = 0

vagyis (23) az m számnak b alapú számrendszerben felirt alakja. Azt fogjuk igazolni, hogy 
x  = £ a (2) feltételek mellett megoldása az (1) egyenletrendszernek.

Az, hogy 0 < £(«) < b (n = 0,1,2, . . .) rögtön következik (23)-ból.

Helyettesítsük be az (1) egyenletek mindegyikében x  helyébe a £ függvényt. Akkor 
í(— 1) = 0 ismeretében a t(0), /(1), • • • értékek szukcesszive meghatározhatók a

(24) (g * £)(n) -  bt(n) = Ли)'— t(n -  1) (n = 0,1,2, . . .)

egyenletekből. A tétel bizonyításához azt kell igazolni, hogy a t(n) számok mind egész szá­
mok.

Legyen N  olyan egész szám, amelyre 

(25) N >  max(Supp/, Supp(g*£)) = N Q

teljesül. Adjuk össze a (24) alatti egyenlőségek mindkét oldalát 0-tól iV-ig, akkor kapjuk, 
hogy

N  n N  N  N
Z  ( 2  g i n -  шк))ъп -  2  t(n)bn+l = 2  f[n)bn - 2  t(n -  1 )bn , 
n = 0 fc = 0 n= 0 /1=0 /1=0
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ahonnan (25) következtében kapjuk, hogy

(Sbg)(0) • (Sba m  -  í(7V)ö*+1 = (Sbf)(0),

N  N N -  1
2? Kn -  1 )bn = 2  tin -  1)bn = 2  t(n)bn+l,

n=0 n = l  n=0

De akkor (22) és (23) figyelembe vételével (26)-ból kapjuk, hogy 

(27) t(N) = 0.

Minden N  > N q mellett. Azt kell még belátni, hogy ha n < NQ, akkor is egész szám lesz 
t(n). Az állítást Л^-га már beláttuk. Tegyük fel az indukciós bizonyításhoz, hogy t(n) egész 
szám, ha 0 < n < N Q. Akkor (24)-ből következik, hogy

tin -  1) = An) + btiri) -  ig *Mn)

is egész szám. Tehát minden n = 0,1, . .  . mellett t(n) egész szám, és fennáll (24) is és ez­
zel igazoltuk a tételt.

7. A faktorális táblázatot készítő program

A következőkben megmutatjuk, hogy a fenti elméleti meggondolások hogyan alkalmaz­
hatók a gyakorlatban. Mivel k\ értéke rohamosan nő az к értékével nagy egész számokkal 
való számolásra adott módszerünk bemutatására faktoriális tábálzatot készítő ALGOL 60 prog­
ramot irtunk.

Az eredményt egy fix felső korlátú w vektor tárolója. A vektor elemei az eredményt bi­
náris kódolású 10^ alapú ábrázolásban tartalmazzák. Az egyes faktoriálisok kiszámításánál a 
vektor ténylegesen felhasznált hossza csak az értékes számjegyeket tartalmazó Supp w, amit 
az egymás utáni értékek kiszámításánál a program határoz meg. Az eredményben gyorsan hal­
mozódó számvégi nullákat a program csak megjegyzi, de nem számol velük. Ezt a Norm w 
eljárás oldja meg.

A &!-ból а (к + 1)! kiszámítása három lépésben történik:

I. A k\ jegyeit tartalmazó w vektort beszorozza (к + l)-gyel a hosszú egész számnak 
rövid egész számmal való szorzásra vonatkozó 2.3 tétel alapján.

II. Az igy kialakult w vektor ekvivalens (к + l)!-sal, de elemei (к + l)!-nak nem a 
10^ alapú számrendszerbeli jegyeit tartalmazzák. A w vektort alávetjük a Tb 
transzformációnak, hogy a keletkezett vektorban megkapjuk (к + l)!-nak 10^ ala­
pú számrendszerbeli jegyeit.

III. A Supp w és a Norm w eljárások alkalmazása.

(26)

ugyanis
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A kiszámított érték kiíratása egy előre megadott ’’kezd” értéktől, vagy egy kényszerítés 
hatására történik.

A számolás során a 10d alapszámot változtatjuk abból a célból, hogy az adott gép hard­
ware sajátoságaiból adódó túlcsordulást kivédjük.

Esetünkben к = 838-ig 104, utána 103 az alapszám. Az adott programba a további csőkké 
nést nem építettük be, ezért 8388!-nál nagyobb, számot a program már nem számol helyesen 
(még akkor sem ha a w vektort a kellő hosszúságúra кb. 10 000-re deklaráljuk).

A ’’RAJT” címkéjű feltételes utasítás kis módosításával azonban a jelen program 847 344 
értékét még ki tudja számítani a háttér tár felhasználásával. Ha ezen is túl akarunk menni, ak­
kor másik programot kell írni, amelyben már két hosszú szám szorzatára kell eljárást készíte­
ni a konvoluciós szorzás felhasználásával.

A programot ténylegesen 1003! kiszámításáig futtattuk le. (1003! egy 2577 jegyű szám 
Annak érzékeltetésére, hogy ez milyen nagy szám, legyen szabad megemlíteni, hogy egy olyan 
sugarú gömbben, amely a földtől az Ursa Ma II. galaxishalmazig terjed, ami kb. félmilliárd 
fényév, legfeljebb annyi atom van, amelynek számjegyeinek száma 100-nál kevesebb-) A fu­
tási idő 10 perc 29 sec volt, amiből látszik, hogy egy szám faktoriálisának a kiszámításra kb. 
1/2 sec időre volt a gépnek szüksége átlagban (persze az elején kevesebb a végén több idő kel­
lett).

Megjegyezzük, hogy ha assembler nyelv szintjéig mennénk le, vagy méginkább, ha gépi 
kódban 2m alapú számrendszerben dolgoznánk, lényegesen gyorsabb lenne a program lefutása.

Ha a számitógép gyárak a fentiekben vázolt hosszú aritmetikát a gép alap-software-jébe 
építenék be, akkor a jelenleg használatos programnyelvek némi módosításával még kis számító­
gépek esetén is tetszőlegesen előre adott pontossággal lehetne számolni viszonylag gyorsan.

I r o d a lo m

[1] L. Berg,: Einführung in die Operatorenrechnung, Berlin 1962.
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b egin  comment FAKT;Я*т т Ш Ш Ш т Щ я т  I 1' I>  — « И  ' Il i i  ■

i n teger k o rla a t;  
k o rla a t«  95 00; 
begin

in t e g ^  i , j , k , l , m , n , r , s , a , b ,  c ,d ,e , f ,g ,k e z d ,norm; 
boole an nagy;
in teg er  array w [0 : k orlaat] ; 
procedure k iir (k ,w ,s ,n o r m , c ,d , f) ; 

in teg er  k, s,norm , c, d , f  ; 
w>

begin
i s i  ege?: U r , l , g ;  
r«10;
fo r  i«1 step  1 u n t i l  d do 

i f  w[0 ]4X><r4w[0] then go to  k i e l s e  1« г к 1 0 ; 
k i:  i f  r>10 then  

b eg in  г«г*10 ; 
fo r  i«0  step  1 u n t i l  s do 
w [i]^ [ i]* r + (w [i+ 1 ]-w [ i+ 1 ]* r x r )  к (С4г )  ; 

nor abnorm*, ln  ( r ) / l n  (1 0 .0 ) ; 
i f  w[s] =0 then s«s-1  ; 

end pontos norm irozaas;
со cornent i t t  h elyezk ed ik  e l  a k iir o o  programreesz; 

end k i ír  ;
LO : kö£^nornF=w  [0 ] « 0  ;

copy(korlaat,w  [0] ,w [1]) ;
nagy « fa ls e ;  c«10000; d«4; £*60; e« f*d ; w [0]«1; 
comment egyeeb program kezdeti sz e rv e ze ese k ; 
k iir (k ,w ,s ,n o r m ,c ,d ,f )  ;

RA JT:k«k+1 ;
i f  k=83 8 then  

rend:begin
nagy « tr  ue ; c«1000; d«3 ; e«f*.d ; 
l« r « (s + 1 ) /3+ .2  ; s*3*r-1;
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fo r  i « s  steß  -3 u n t i l  2 do 
begin Djsw[i+r]*̂ w [i]+10 ; jew[i-1]+100 ; 
w[i+iw1] a(w[i]-mx10) хЮО+З ; Iff=W [i^2]+1000 ; 
w[i+r-2 ]a(w[i-1] - jx i00) X1 o+m; 
w [i+ iv 3 ] «W [ i-2 ]  -mxi 000; 
r « r - 1 ; 

end i ;  
e « s+ l;

end b in -  kod. 104 -e e  a a b r .-r o o l 133 -asra  a a tte e r e e s ;  
b « 0 ;
fo r  lao  s te p  1 un t i l  a do 
begin  la w [i]x k +b; b a l^ c; w [ i]« l-b x c ;  
end i ;

ST: i f  b^O th e n
begin  leib+c; w [i]s ib - lx c ;  b e l;  i« i+ 1 ; 

go to  ST;
end 2 .3  t e t e i  ее Tb tr a n s z fornac io ;  

sa i-1  ; comment Supp w; 
i« -1 ;
for  i« i+1 w h ile  w [i]= 0  do ; 
i f  iX) then
begin  copy (e+ 1 ,w [i] ,w [О ]) ; # * e - i;  norm«norm+dxi; 
end durva normirozaaa; 

k iir  (к, w, s ,  norm, c, d, f) ;
comment a b e fe je z e e e t  e lo e ir o  f e l t e e te le k  v iz s g a a la ta ; 
go to RA.JT; 

end;
end PAKT;
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S u m m a r y

Accurate calculation with arbitrary large integers by means of digital computers

E. Gesztelyi — P. Jékel

The paper deals with the theoretical background of an integer arithmetic applicable for 
accurate calculation Avith large integers independent of the specific hardware feature of the 
given digital computer.

A function is called arithmetical when it is defined on the set of nonnegative integers. The 
arithmetical function /  is said to be an integral valued function if f(ri) is an integer for every 
n and such that Д«) = 0  for n > N  where the number N  depends on / .  In the set /  
of integral valued arithmetical functions let the addition be defined in the usual way and the 
multiplication as the convolution

(1) Ê An -  k)g(k)
о

This way /  becomes an integral domain.

Let b > 0 be a fixed integer that we consider the base of a number system. We define 
in /  an equivalence relation (depending on b) as follows. We say that the functions f,gel 
are equivalent with respect to b (written /  ~ g) iff

(Sft/)(0) = (Sbg m

where S , is such a transformation thatО
'  N

2  Ak)bk if n = 0 
fc = 0

(Sbf)(n) =

0 if n > 0

This equivalence relation is compatible with respect to the addition and multiplication 
(defined by (1)). Thus we can construct the corresponding factor ring lib in the usual way. 
The ring lib is isomorphic to the ring of integers.

We define a transformation Tb as follows 

s(O) = Д0)

s(n + 1) = Ди + 1 )+

(Tbf)(n) = sin) -  b é f  ]

where [ ] = entier ( ).
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Let

/+ = { / 1 fe l, 0 < f{n) < b, n =  0 ,1 , . . . }

and

I_ = { g\b -  l -  geI+\ .

Then the following statements are true.

1. If /e /+ then (Tbf)(n) is the (n + l)-th digit of (Sbf)(0) with respect to the 
base b.

2 . / ~  g iff Tbf =  Tbg (fgeD  (Theorem 4.2.)

3. If f e l  and (Sbf)(0) > 0 then Tbfel+ and if (Sbf)(0) <  0 then Tbfel_  
(Theorem 4.1.).

4. Tb = Tb (Theorem 4.3.).

5. Theorem 4.4.: Tb( f + g) = Tb(Tbf  + Tbg),

Tb(f* g )=  Tb(Tbf* T bg).

6. If fe l+ и /_ then Tbf = f .

If follows from the above facts that we are able to write programs for the computation of 
aigebraic expressions consisting of integers even if they are very large. Let /  and g be two 
integer procedures which generate the digits of (Sbf)(0) and (Sftg)(0), respectively, in the 
number system of base b. Since fge l,  if we take the sum or the convolution of /  and g 
we obtain a result h which is also in /. If we submit h to the procedure Tb then we get 
functions which are in 7+ or /_  depending on the sign of (Sbh)(0).

Thus the values of Tbh provide the digits of (Sbh)(0) if Tbhel+ and if Tbhel_ 
then the complement of Tbh gives the digits of the number — (Sbh)(0).

We have also presented algorithms for the division.

To show the applicability of the theory we have written a program in ALGOL 60 for the 
computation of the factorials. We have flowed the program by the computer ODRA 1204 to 
calculate the factorials from 1 to 1003.
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Р е з ю м е

Точные р а с ч е т ы  с п р о и зв о л ь н о  большими ч и сл ам и  на ЭВМ

Е. Гестельи -  П. Лекель

В н асто ящ ей  р а б о т е  об суж д аю тся  т е о р е т и ч е с к и е  основы  ц ел о й  

машинной ар и ф м ети к и , с  помощью к о то р о й  на лю бой ЭВМ, н е за в и с и м о  
о т  е е  т е х н и ч е с к о г о  о б е с п е ч е н и я , м о гу т  быть р е а л и зо в а н ы  точн ы е 

р а с ч е т ы  с п р о и зв о л ь н о  большими целыми ч и с л а м и .
Функции о п р ед е л ен н ы е  на м н о ж естве  н е о т р и ц а т е л ь н ы х  ч и с е л  н а ­

зо в е м  ари ф м ети чески м и  ф ункциям и .
А рифметическую  функцию н а зо в е м  ц ел о й  ф ункцией  е сл и  е е  з н а ­

ч ен и я  ц елы е ч и с л а ,  з а  и ск л ю ч ен и ем , быть м о ж ет , к о н е ч н о го  ч и с л а  
зн а ч е н и й  функции р ав н ы х  нулю .

На м н о ж естве  I  целы х  ф ункций о п р ед е л и м  обычным о б р а зо м  о п е ­
рацию сл о ж е н и я , а  т а к ж е  операцию  ум нож ения со  с в е р т к о й :

П

. . .  ( f  * g)(n) = 2  Л я  -  k)g(k) i f ,gel)
( 1 )  к --  О

Таким  о б р а зо м  I  о б л а с т ь  ц е л о с т н о с т и .

П усть  Ъ>2 ф и к с и р о в а н н о е  ц е л о е  ч и с л о , к о т о р о е  приним аем  з а  
о с н о в а н и е  систем ы  с ч и с л е н и я .

О пределим  на I  о тн ош ен и е  э к в и в а л е н т н о с т и :  
будем  г о в о р и т ь ,  ч т о /  и gel эк в и в а л е н т н ы  о т н о с и т е л ь н о  f ~ g l ,  

е с л и

(2) 2  Ап)Ъп = Z  g(n)bn
п-0 л=0

о тн ош ен и е э к в и в а л е н т н о с т и  (2 )  со вм ести м о  н а  I .
П окаж ем , ч то  с о о т в ет с т в у ю щ а я  ф а к т о р -с т р у к т у р а  I/Ь и зом о р ф н а  

к о л ь ц у  целы х ч и с е л .
О пределим  Tj-, -  п р е о б р а з о в а н и е  следующим о б р а зо м :

П усть  /  н е к о т о р а я  а р и ф м е т и ч е с к а я  ф у н к ц и я , и п у с т ь

Л(0) = ДО)
А (и + 1) = Д и +  1 ) + [ Л̂ - ]

(Tbf)(n) = s(n) -  ] ,
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г д е  [ ] = e n t i e r  ( ) .
О бозначим  ч е р е з

/+ = { / / М  0 < № <  Ъ,п = 0,1,2, . . .} 

и ч е р е з

/_  = { gib -  1 -  gel+ } .

Т о гд а  с п р а в е д л и в ы  следую щ ие у тв е р ж д ен и я

1 /  Е сл и  /е /+ , т о г д а  в с и с т е м е  с ч и с л е н и я  с ^»снованием  b
ftn\ д а е т  п + 1 -и й  зн а к  ч и с л а  (S1/X0) = 2  Ди)Ь"

2 /  /v£.g в том  и т о л ь к о  в том  с л у ч а е ,  е с л и  Tbf  =

/ т е о р е м а  4 . 2 /
3 /  Е сл и  /е / и (5&/)(0) > 0 , т о г д а  Tbfe l+ , а  такж е

е с л и  (Sbf)(0) <  0 , т о г д а  Tbfe l_  / т е о р е м а  4 . 1 /

4 /  Гь2 = 7^ / т е о р е м а  4 . 3 /

5 /  Г , ( / + g )  =  V V  +

Tb( f * g ) =  Tb(Tbf  * Tbg) f,gel  / т е о р е м а  4 . 4 /
б /  Е сл и  /е /+ и /_  , т о г д а  Tbf = f .

Из в ы ш е ск а зан н о го  с л е д у е т ,  ч т о  сумма и ум нож ение со  с в е р т ­
кой функций /  и я ,  при помощи кото р ы х  мы г е н е р и р у е м  цифры целы х 

ч и с е л  (Sbf) (0) и (Sbg)(0) в  b -р и ч н о й  с и с т е м е  с ч и с л е н и я , п р и ­

н адлеж ат /  .
П рим еняя к сумме или  п р о и зв ед ен и ю  (2 )  у к а за н ы х  функций п р е ­

о б р а з о в а н и е  т п о л у ч аем  ф ункции леж ащ ие в /+ или в 7_ , в з а в и -b
сим ости  о т  з н а к а  п р е о б р а з о в а н и я  Sb .

Таким о б р а з о м , мы п о л у ч а е м  è -р и ч н ы е  цифры р е з у л ь т а т а  

н е п о с р е д с т в е н н о , е сл и  р е з у л ь т а т  п р е о б р а з о в а н и я  7ь леж ит в h  , 
д о п о л н ен и е  д о  b — 1 д а е т  нам  цифры р е з у л ь т а т а  ^ъ с о  зн ак о м  м и н у с , 
в том с л у ч а е ,  е сл и  р е з у л ь т а т  п р е о б р а з о в а н и я  Тъ леж ит в 1_ .

П рограм м а на АЛГО Ле-60, н а п и с а н н а я  с и с п о л ь з о в а н и е м  выше­

о п и с а н н о го  м е т о д а  з а  эф ф ек ти в н о е  в р ем я  р а с с ч и т а л а ,  н ап р и м ер , 

зн а ч е н и е  10031  на ЭВМ ODRA 1 2 0 4 .
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